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Prdlogo

El presente manual pretende proporcionar a los estudiantes de primer cur-
so de ingenieria un texto de consulta sobre una parte de los fundamentos
matematicos de cédlculo diferencial e integral. Destinado, en principio, a estu-
diantes de las ingenierias informéticas, los contenidos se estructuran en tres
grandes bloques: una primera parte, Capitulos 1 al 4, dedicada al estudio de
la parte discreta del célculo; es decir, las sucesiones y las series numéricas;
una parte central, Capitulos 5 al 9, con el estudio del calculo diferencial de
funciones de varias variables reales y una parte final, Capitulos 11 y 12, de-
dicada al estudio del calculo integral en una y varias variables. Queda claro
en estos contenidos que el calculo diferencial de funciones de una variable
real es prerrequisito imprescindible para abordar la lectura de este volumen.
Este conocimiento se supone conocido de los cursos previos al acceso a la
universidad. No obstante, en la bibliografia aparecen varios textos donde el
estudiante interesado podria consultar y repasar los resultados basicos del
calculo en una variable, si ello fuere necesario.

Los capitulos que conforman el manual, siguen una estructura de intro-
duccién de conceptos tedricos con ejemplos resueltos de aplicacion, donde el
estudiante pueda y, seguramente, deba observar la metodologia empleada en
su resolucién y cuestionarse el porqué de dicha metodologia, como base pa-
ra su aprendizaje. Posteriormente, se presenta algunos ejercicios adicionales
para que el alumno pueda practicar la metodologia aprendida y profundi-
zar en el conocimiento de las nociones desarrolladas. También se incluye, al
final de cada capitulo, algunos ejercicios adicionales de dificultad variable
destinados tanto a reforzar lo aprendido, como a estimular la busqueda de
soluciones alternativas.

Pensado en gran medida como material de apoyo para las clases semipresen-
ctales, este manual contribuye a dotar al estudiante de unos apuntes de clase

que, en ningun caso, deberia substituir el uso de otros textos mucho mas ela-
borados y que se resenan al final. La estructura de este texto esta dirigida,
principalmente, a que pueda servir al estudiante para su trabajo fuera del
aula: entender los ejemplos y la metodologia de resoluciéon y practicar con
otros ejercicios de dificultad similar.
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En definitiva, los autores confiamos en que esta modesta contribucién ayude
a nuestros alumnos a adquirir los conocimientos y las destrezas necesarias
para abordar la mayoria de los problemas del céalculo diferencial e integral.

Las figuras que acompanan el texto han sido realizadas, salvo contadas ex-
cepciones, con el programa SAGE (http://www.sagemath.org), un proyecto
de software matematico libre iniciado en la Universidad de Washington. No
obstante, se ha utilizado el programa Mathematica en algunas figuras y an-
tiguos materiales de los autores.

También queremos agradecer la colaboracién prestada por Oscar Munoz en
la transcripcién y maquetado de este texto.
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Tema 1

Campos Numéricos

Se supone al lector familiarizado con las propiedades usuales de los niimeros
naturales N, los niimeros enteros Z y los ntimeros racionales Q. Los ntimeros
naturales son los que utilizamos para contar 0, 1,2, . ... Los nimeros enteros
se obtienen al anadir a los anteriores los nimeros negativos —1,—2,... Los
nimeros racionales son las fracciones o proporciones de nimeros enteros
12

, %, +,.... Como cada ntimero entero m puede ser escrito como la fraccion

, se tienen las inclusiones

e

NCcZc@Q

Los nuimeros racionales ademaés admiten una expresién decimal finita o pe-
riédica. Pero ya desde muy antiguo es sabido que existen niimeros que no
son asi; por ejemplo, v/2. A los nimeros que tienen una representacién de-
cimal infinita y no periédica se les llama nimeros irracionales. Al conjunto
de los niimeros racionales e irracionales se les llama ntmeros reales R y
sus propiedades van a jugar un papel primordial en todos los temas de es-
te texto, puesto que vamos a estudiar funciones cuyas variables van a ser,
precisamente, ntimeros reales debido a que representan cantidades que pue-
den medirse. Sin embargo, muchos fenémenos fisicos y quimicos no pueden
formularse adecuadamente sin conocer los nimeros complejos C. Aunque
un estudio pormenorizado de estos nimeros queda fuera del Ambito de este
texto, si que haremos una pequena introduccién a ellos en este tema para
conocer algunas de sus propiedades.
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1.1. El ntimero real

Todo y que la construccion de los ntimeros reales a partir de los ntimeros
racionales es interesante por ella misma, queda fuera del nivel que se pretende
conseguir en este manual. Por tanto, nos limitaremos a decir que los nimeros
reales estan formados por los niimeros racionales y los irracionales.

1.1.1. Desigualdades

El conjunto de los ntimeros reales, que denotaremos por R , tiene la estruc-
tura de cuerpo ordenado y la relacién de orden la representaremos por <
(la leeremos menor o igual que). Si dos nimeros reales, z,y verifican la re-
lacién x < y pero x # y entonces escribiremos z < y (y lo leeremos x menor
que y). Enumeramos a continuacién algunas de las propiedades relativas al
comportamiento del orden frente a las operaciones aritméticas:

n2<y = zx4+z2<y+z VzelR

sz <y AN z2>20 = zxlzy

s <y AN 2z<0 = zx>zy

1 1
I<zr<y = —>-—
Yy

Ejemplo 1.1 Prueba la desigualdad a® + b* > 2ab.

Solucién: Probamos en primer lugar que todo cuadrado es siempre no ne-
gativo; es decir, a® > 0 para todo a € R. En efecto, si a = 0 es evidente que
a> =0 > 0;si a > 0 entonces a® = aa > a0 = 0 y, finalmente, si a < 0
entonces a? = aa > a0 = 0. Luego en cualquier caso a? > 0.

Ahora, para probar la desigualdad del ejemplo, basta observar que debe ser
(a —b)? > 0y, al desarrollar el cuadrado,

(a—b)220:>a2+bz—2ab20:>a2+b222ab
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Las propiedades del orden permiten resolver desigualdades de forma similar
a como se resuelven las ecuaciones. La idea consiste en aislar la variable x,
con la diferencia de que la solucién suele ser un intervalo o una unién de
intervalos.

Ejemplo 1.2 Resuelve la desigualdad —4 < —2z — 3 < 4.

Solucién: La inequacién —4 < —2x — 3 < 4 corresponde en realidad a dos
desigualdades —4 < —2x — 3 y —2x — 3 < 4; aunque en este caso, podemos
resolverlas conjuntamente. La idea es aislar x, para ello empezamos sumando
3 a cada miembro de la desigualdad:

—4<-2z-3<4 = —A43<-22-343<443 = -—-1<-2x<7

Ahora dividiremos cada miembro por —2 y, siendo un nimero negativo,
debemos cambiar el sentido de las desigualdades:

DN |

-1 7 7
—1 —2r < — > <
< x 7T = 2>a: 5 = 5 T <

que nos da como solucién el intervalo [—2, 3.

Ejercicio 1.1 Resuelve la desigualdad 3z +1 > 2z + 2 y dibuja el conjunto
solucion en la recta real.
(Sol.: |1, +o0[. )
Ejercicio 1.2 Resuelve la desigualdad y dibuja el conjunto solucién en la
1 2 —1
t l: > —; (b
recta real: (a) z . (b) — 73

(Sol.: (a) | — 1,0[U]1, +oc[; (b) | — 3, —1[U]1, +o0]. )

> 0.

1.1.2. Valor absoluto de un nuimero real

Si z € R, se define el valor absoluto de x, y se denota por |x|, como
|| == Va2

Se puede comprobar que, entonces, también se cumple

r si >0
2] = —x si <0

Algunas propiedades son
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1. || >0, VzeR

2. |z|=0 <= z=0

3. |yl =zl -lyl, Vaz,yeR

4. |% :m, Ve,y e R, y+#0
yl vl

b.le+yl<l|z]+]y[, VzeR

6. |z]<r <= —r<z<r

Ejemplo 1.3 Sean x,y numeros reales. Prueba que

T4y —ly—=
2

T+y+ly—a
2

y min{z,y} =

méx{z, y} =

Solucién: Suponemos x < y. Entonces, max{z,y} = y. Por otra parte,

c+y+ly—z _ r+y+(y—z) 2y
2 N 2 2

Ademds, min{z,y} = = vy, por otra parte,

sty—ly—a| _cty-(y-2) 2o _
2 N 2 2 7

La prueba en el otro caso, z > y, es totalmente andaloga.

Ejemplo 1.4 Vamos a encontrar el conjunto de puntos de la recta real que
verifican la desigualdad:
|22 — 1] < |z — 3|

Solucién: Aplicando la propiedad (6) anterior (tomando r = |z — 3|) dedu-
cimos:
20— 1| <|jz—-3| & —|r—3| <2z —-1< |z -3

Distinguimos ahora dos posibilidades:

3—r<2r—1
23]= -y <2-1sa-3= 5 CSH T
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3+1§2:c—|—x} 4<3x}
=

w—z<1-3 } No tiene solucién.

r—3<2x—1
[2<B3]=> (-3 <w-1<—@-3)= , "7 }é

x> —2
1-3<2x—=x —2<z
2r+xr<3+1 3z <4 4
r < -
— 3
Es decir,
<3 4
4 = -2<z< -
—2<z< - 3
3
. . , 4
Asi la solucién es el intervalo [—2, §]

Ejercicio 1.3 Resuelve la desigualdad |x—3| > |2z—1| y expresa la solucién
como un intervalo.

(Sol.: [-2,4])

en el inter-

Ejemplo 1.5 Vamos ahora a acotar la siguiente funcién
valo |1, 4[:

— 3z

Solucién: Si x €]1,4] entonces 1 < = < 4. A partir de esta desigualdad
reconstruimos la funcién:

l<z<4=2<2z<8=3<2z+1<9

l<zrz<4d4=3<3z<12=-12<-3z<-3=-11<1-3x< -2
Asi,

— 11 3 2 1 9
2 1-3x 11 N T+

5 <1 3,11
3<22+1<9
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X

Ejercicio 1.4 Acota la funcién f(x) = en el intervalo 1 < x < 4.

(Sol.: f(x) < —27 y no acotada inferiormente )

n(n—kl).

Ejemplo 1.6 Prueba, por induccién finita, que 14243+ - -+n = 5

Solucién: Lo comprobamos para n =1, 2:

1:1(1+1)’ 1+2:2(2+1) _ 5
2 2
~n(n+1)

Lo suponemos cierto paran: 1 4+2+...+n =

Lo probamos para n + 1:

nn+1 nn+1)+2(n+1 n+1)(n+2

1424 . Ant(na1) = POFD o nnE D H2mrl)  (nt Dnt2)
2 2 2

Ejemplo 1.7 Prueba, por induccién finita, que |z"| = |z|*, n € N.

Solucién: Lo comprobamos para n =1, 2:

2| = |z], |27 = |2z| = |2]|z] = |2
Lo suponemos cierto para n: |z"| = |z|™.
Lo probamos para n + 1:
2] = 2] = [a" 2] = [a]"[2] = |2["+*

Ejercicio 1.5 Prueba, por induccion finita, que 2" >n, n € N.

Ejercicio 1.6 Prueba, por induccién finita, que 3-52"+1 4237+ = 17 para
cada n > 1; es decir, es de la forma 17k para un entero k& (multiplo de 17).

@ J.J. Font | S. Hernandez [ S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 6

Calculo - UJI



1.2. El nimero complejo

El conjunto de los nimero complejos, que denotaremos por C , tiene es-
tructura de cuerpo y puede identificarse con R?, de tal forma que cualquier
nuimero complejo se puede escribir de la forma

z=a -+ bi

siendo a y b nimero reales y siendo i la unidad imaginaria (la cual viene
definida por la igualdad i2 = —1). Al ntmero a se le llama parte real de z
y se representa por R(z); al nimero b se le llama parte imaginaria de z y
se representa por (z). Todo nimero complejo se puede identificar con un
punto del plano cartesiano R? de coordenadas (a, b) (Fig 1.1). A la expresién
z = a + bi se le llama expresion binémica de z.

z=a-+bi

@

Figura 1.1: Representacion cartesiana de un ntiimero complejo.

1.2.1. Aritmética de los niimeros complejos

Vamos a definir ahora la suma y el producto de niimeros complejos. Si
z=a+bi y w= c+ di entonces definimos

m 24 w:= (a+c)+ (b+d)i
» z-w:= (ac—bd)+ (ad + be)i
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Notad que en realidad la suma y el producto se hace como si se tratara de
binomios, por ejemplo,

z-w = (a +bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac — bd + (ad + be)i
Definicién 1.1 Si z = a + bi llamaremos conjugado de z a z = a — bi

Ejemplo 1.8 Veamos como desarrollar potencias y cocientes.

(1-20)2=12+(20)?—2-2i=1—-4—4i=-3—4i
1—i)(1—1i) 1+4+i*-2i -2i
: —

I—i B .
1+1 (1+i)(1—i) -2z 2
.. : : . 1
Ejercicio 1.7 Expresa en forma binémica los complejos w; = Ty w2 =
(1 —1)?
121

2 4
(SOI.:wlz—iYZUQ:g—f—gi)

\4

en forma bindmica.

Ejercicio 1.8 Expresar el complejo

(Sol.: —2v/2 +2v/2i )

1.2.2. Modbdulo y argumento de un niimero complejo

Si z = a+bi, llamaremos mddulo de z, y lo denotaremos como |z|, al nimero

real
|z| =V a® + b2

Algunas propiedades del moédulo son

1. [2] >0, VzeC
2. |z2|=0 <= =z=0

3. |z w|=|z| - |w|, Vz,weC

@ J.J. Font | S. Hernandez [ S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 8

Calculo - UJI



1
:m, VzeC, z#0

5. |z +w| <|z|+ |w], Vz,weC

4.

z

6. z-z2=1z2]?>, VzeC

T [RE) <zl [S(2)[ <[z, VzeC

Si z = a + bi, existe un 6§ € R de forma que

A un tal 0 se le llama un argumento de z (de hecho, si 6 es un argumento,
0+ 2k, k € Z también lo es). Si 0 < 6 < 27, diremos que 0 es el argumento
principal de z y lo representaremos por Arg(z).

A continuacién veremos, graficamente, la relaciéon entre las partes real e
imaginaria de un complejo y su médulo y argumento, Fig 1.2.

z=a+bl=(r6)

r=|z
0 b=rsin(fd)
L
a=rcos(d)

Figura 1.2: Mdédulo y argumento de un nimero complejo.

Dado que r = |z|, entonces cualquier nimero complejo z = a + bi verifica
que a = |z|cos(f) y b = |z|sin(f), por lo que se puede representar también
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de la forma

z = |z| (cos(0) + isin(0))

representacién que recibe el nombre de expresion trigonométrica de z.

La expresién cos(6) + isin(f) se suele representar por €' y asf el complejo z
de médulo |z] y argumento 6 también se puede escribir como

z = 2] e

la cual recibe el nombre de expresion polar de z. La ventaja de utilizar esta
expresion es que las operaciones con complejos se pueden realizar como si
se tratara de exponenciales, lo que facilita las operaciones de productos,
cocientes y potencias. Si z = rel® y w = se?, entonces

1. z-w= (7‘ eio‘) . (3 ei/@) — rg . eilatp)

2. 2" = (7“ eio‘)n = 7 eine

ISEEEY

4. z=17r e ¢

Ejemplo 1.9 Si z =1 — i, entonces

2=/ 124 (12 =V 2

1
cos(f) = —

ee[o,zn[/ V2 LT
V2

y entonces,

3 3 -3
2 =2 [cos 2E +isin L) = V2elT
4 4
Ejercicio 1.9 Expresa en forma polar los complejos w; =1 y wy = i.

(Sol.: wy =e% =1y wy =iz )

Ejercicio 1.10 Expresa en forma polar los nimeros complejos w =1 —1iy

w = (1—+/3i).
(Sol.: w; = v2e i y wy =275 )
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Ejercicio 1.11 Expresa en forma polar el complejo w = 4(1 4 i)%.
(Sol.: w = —16)

2+ 2
Ejercicio 1.12 Expresa en forma polar el complejo w = + )
i

(Sol.: w = 2y/2e7i% )
Ejercicio 1.13 Calcula [1+ 22+ |1 —2[%,si2€ C y |z| = 1.
(Sol.: 4 )

1.2.3. Raices enteras de un niimero complejo

Dado el nimero complejo z = re'?, no nulo, existen n nimeros z;, k =

0,1,2,...,n — 1, que verifican
n _ ..
(Zk:) =z
es decir, existen, justamente, n raices n-ésimas de z. Ademads, estos niimeros
se expresan en forma polar como

s 042k

2= Yret n , k=0,1,2,...,n—1

Estas féormulas implican que todas las raices de un nimero complejo tie-
nen el mismo mdédulo y sus argumentos se obtienen empezando en 6/n e
incrementando, sucesivamente, 27 /n radianes.

Ejemplo 1.10 Calcula las raices cibicas de z = —8i.

. » . Lﬁ / 7/
Solucién: Observamos primero que z = 8e 2 . Por tanto, segiin las formulas
anteriores, las tres raices cibicas de z son

.37 /24 2km

Yz=+v8eT 3

para kK =0,1,2.
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1.2.4. Exponencial compleja y Logaritmo complejo

Dado un nimero complejo z = = + iy, la exponencial de z se define

Exp(z) = e*(cos(y) + isin(y)).
Por otra parte, dado un nimero complejo z = r el un logaritmo de z es un
numero complejo w tal que e = z. Se denotard w = log(z) y se verifica que

log(z) = In(r) +i(0 4 2km);

es decir, log(z) es un nimero complejo cuya parte real es el logaritmo ne-
periano real del médulo de z y cuya parte imaginaria es un argumento de
z.

Ejemplo 1.11 Calcula log(3 + 3i).

Solucién: Notemos primero que, expresando el complejo en forma polar,
3+ 3i = 3v2el1

Por tanto,

log(3 + 3i) = In(3v/2) + i(% + 2kn)

Ejercicio 1.14 Comprueba que si la forma polar de z = el

entonces, se cumple que z = Exp(if).

con a € R,

1.3. Problemas adicionales

Ejercicio 1.15 Encuentra todos los valores x € R que verifiquen las siguien-
te expresiones: (a) |z + 1| + |z 4+ 2| < 2; (b) |22 — Tz + 12| > 2% — Tz + 12;
x> —5r+6
— <
x4+ 2 -

(Sol.: (a) ] — 2.5,0.5[; (b) ]3,4[; (c)]0.29,0.76[U]5.23,6.7[ )

(c)1< 2.
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Ejercicio 1.16 Demuestra, por induccién, que si r € R, r # 1, se verifica

1— n+1

Lbr g " = r
—r

para todo n € N.
Ejercicio 1.17 Demuestra, por induccién, que
PB4+ +n=14+2+..+n)?

para todo n € N.

Ejercicio 1.18 Calcula la parte real e imaginaria de los siguientes niimeros
complejos:

(3 — 2i)(2+ 3i)

W e P (@ ()

(Sol.: (a) 16/25 + 63i/25; (b) —i; (c) —47 —52i)
Ejercicio 1.19 Sean 21 y z2 dos ntimeros complejos distintos tales que

(21 + 22)i
21 — 22

Halla la relacién que deben cumplir z; y zo para que r sea un nimero real.

(Sol.: |z1| = |22| )

Ejercicio 1.20 Expresa en forma polar los nimeros complejos z; = 3 + 3i
y 29 = 4i.

(Sol.: z; = 3v2em™/4 y 2o = 4e™/2, )

Ejercicio 1.21 Expresa en forma binémica el ntimero complejo z = v/2¢°7/4,

(Sol.: z=—-1—1)

Ejercicio 1.22 Halla la forma binémica de los siguientes niimeros comple-
jos:
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(a) (4 -+ 3i)? (d) Ezp(1 —1)

(b) 55 (e) log(—2 + 2i)

(Sol.: (a) 7+ 24i; (b)5/13+ 12i/13; (c) —1; (d) 1.47 — 2.28i;
(e) In(2v/2) + (37 /4 + 2km)i )

Ejercicio 1.23 Halla los ntimeros complejos z tales que 25 — 923 + 8 = 0.

4ri 27i 4ri

(Sol.: 1, e%ﬂ, es,2,2e3 ,2e3.)

Ejercicio 1.24 Determinar los niimeros complejos no nulos z tales que su
cuadrado es igual a su conjugado.

(Sol.: 1, =% +i¥3, —1 —iv3.)

Ejercicio 1.25 Demuestra que si z—i—% es real, entonces la parte imaginaria
de z es nula o |z| = 1.
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Tema 2

Sucesiones Numeéricas

Imaginemos la cola de entrada a un espectaculo formada por personas que
han sido numeradas de la forma habitual; el primero de la cola lleva el
numero 1, el segundo el niimero 2 y asi sucesivamente; pero con la diferen-
cia respecto del mundo real de que la fila es infinita. ;Cémo podria saber
un espectador que observa la cola que dicha fila es infinita? Naturalmente,
podria responderse que porque no alcanza con la vista el final de la cola
(que por cierto no existe tal final); pero podriamos objetar que tal vez es un
problema de vista y no de infinitud; jacaso en una cola de miles de millones
de personas alcanzariamos a ver el final? Una respuesta mas adecuada ma-
tematicamente es que en esta fila toda persona tiene siempre alguien detras;
es decir, siempre existe un sucesor a cualquier persona que esté haciendo
cola. Esto resulta del hecho de que para numerar la cola hemos empleado
el conjunto de los niimeros naturales N y ésta es, precisamente, una de sus
caracteristicas esenciales. Acabamos de formar una sucesion (de personas).

Intuitivamente hablando, pues, una sucesion es una lista infinita de objetos
que estan numerados (ordenados) siguiendo el orden de los nimeros natu-
rales, 1,2,.... Asi al primer término de la sucesién le corresponde el indice
(ntmero en la cola) 1; el siguiente lleva el indice 2 y asi sucesivamente. Cabe
decir que, en ocasiones, serd conveniente empezar con el indice 0 en vez de
con 1.

En este tema, se trataran las sucesiones numéricas; es decir aquellas listas
cuyos objetos numerados son, a su vez, numeros. Aunque el titulo hace

@ J.J. Font | S. Herndndez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 15

Calculo - UJI



referencia a sucesiones numéricas en general; es decir, reales y complejas,
nos limitaremos a estudiar las sucesiones reales, ya que el estudio de las
sucesiones complejas se reduce a aquel mediante el andlisis de las partes
reales y complejas de los respectivos términos.

2.1. Sucesiones reales. Subsucesiones

Definicién 2.1 Una sucesion de niimeros reales es una aplicacion

a:N—R

El rango de esta aplicacién es el conjunto (ordenado)

y denotando a,, = a(n) lo podemos representar abreviadamente como {ay, }19.

También se utiliza la notacién {a,} para representar a una sucesion, sobre-
todo si no nos importa senalar desde que término n empezamos. En general,
las sucesiones pueden empezar desde un natural ng > 0, pero en las disqui-
siciones teodricas entendemos que empiezan desde n = 1.

Por tanto, una forma de escribir una sucesion es dando la férmula del término

general a,,.
Ejemplo 2.1
11 1
{1, 373 .}; es decir, a,, = e > 1.
» {1,-1,1,-1,1,—1,...} es decir, a, = (=1)"", n>1.
111 1
{1, 27 Z’é}’ es decir, a, = g M > 0.

Sin embargo, en algunos casos la sucesion se define o bien por comprension
o bien por recurrencia; esta ultima significa que el término general a,, se
define en funcién de uno o varios términos anteriores.
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Ejemplo 2.2

= La sucesién formada por la unidad y los niimeros primos. No es posible
escribir a, en funcién de n: {1,3,5,7,11,13,17,19,...}.

m a9 =1;a1 =1;a, =a,_1+a,_2 paran > 2; que da la conocida suce-
sién de Fibonacci donde cada término es la suma de los dos anteriores:
{1,1,2,3,5,8,13...}

Una forma de representar graficamente las sucesiones reales es como funcio-
nes, es decir, como pares ordenados (n, a,), lo que puede ser 1til en ocasiones
para el estudio de sus propiedades. En el eje de abcisas se representan los
nimeros naturales n y en el eje de ordenadas los valores reales a,. Dado
que la variable n sélo admite valores naturales, la representacién grafica se
visualizara, entonces, como un conjunto de puntos aislados, Fig 2.1

s

a

Tl

Figura 2.1: Representacion grafica de una sucesion

Definicion 2.2 Una subsucesion de nimeros naturales es una aplicacion

estrictamente creciente:
N —N

jn

es decir que se cumple

ny<nz2 <ng<...<Ny<Npyp <...
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Esto permite definir, dada una sucesién {a,,} de nimeros reales, una subsu-
cesion de {a,} como la aplicacién

N—N %R

Jng

Es decir, donde los nuevos indices n; forman una subsucesién de N. Por
tanto, la subsucesién, que denotaremos por {ay, ;“:Of, puede entenderse como
un subconjunto infinito (y ordenado) de {a,}.

Ejemplo 2.3 Dada una sucesién cualquiera {a,} son subsucesiones:

{a2n}, la subsucesién de los términos de orden par;

{a2n+1}, la subsucesién de los términos de orden impar;

{aan}, la subsucesién de los términos de orden potencias de 2;

{an+3}, la subsucesién formada desechando los tres primeros términos.

111
Ejemplo 2.4 Considera la sucesion {1, UV .}. Entonces,
111 .,
. {5, 7 6,...,%,...} es subsucesién, con ny =2, no =4, ng =6,...
111 1
. {5, IR .} es subsucesién, con n; =2, no =4, ng=3§,....
1111 .y
. {g, AV .} no es subsucesién. (No respeta el orden)
111 ., :
= {0, 1R .} no es subsucesién. (No es subconjunto)

2.2. Sucesiones monotonas

) 1
Al observar la sucesion {— cuyos términos escribimos a continuacion
n
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vemos como cada término es mayor que su sucesor; es decir que la sucesion

decrece; Fig. 2.2.

7}
nooA

451

A J

Figura 2.2: Sucesion decreciente

Por el contrario, la sucesion {n}

1,2,3,4,5,...

cumple que cada término es menor que su sucesor; es decir, la sucesion crece;

Fig. 2.3.

4,
(1
*
(1
S
T T T 1 T =
1 2 3 4 5 1N

Figura 2.3: Sucesién creciente

Formalizamos estos conceptos en la siguiente definicion.
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Definicién 2.3 Diremos que {a,} es :

= mondotona creciente si, y solo si, ap < apy1, Vn €N
= monotona decreciente si, y solo si, ap > apt+1, VneN

= mondtona cuando es creciente o decreciente.

Cuando las desigualdades son estrictas se dird que las sucesiones son estric-
tamente crecientes o estrictamente decrecientes, segin el caso.

Ejemplo 2.5 Si consideramos de nuevo las sucesiones anteriores

» {n} es creciente, porque n < n + 1, para todo n

1 , 1 1
= ¢ — » es decreciente, porque — > ——, para todo n
n n- n+1

En ocasiones el estudio de la monotonia no es tan evidente y requiere realizar
algunas operaciones.

n®+3

Ejemplo 2.6 Determina si la sucesién { 51
/]’L —

} es monotona.
n>2

Soluciéon: Primero calculamos algunos de los primeros términos para de-
terminar si es monodtona y en qué sentido. Para no complicar la notacion

asumimos que el primer término serd denotado por as (en vez de por ap):
4 12 19
Ay = —; A3 = —; A4 = —

2T T T2 ™M 63

por lo que,
as > az > a4

lo cual parece indicar que es mondétona decreciente. Para probarlo, debemos
verificar que a,, > a,41. Si escribimos esta condicion

n?+3 . (n+1)2+3
nd—1" (n+1)3-1
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y ahora, se trata de desarrollar esta expresién hasta llegar a una condicion
que sea cierta. Empezamos por quitar denominadores (ambos son positivos
por lo que la desigualdad permanece)

(n* +3)((n+1)° 1) > ((n+1)* +3)(n° — 1)
y, desarrollando los paréntesis,
n(9+9n+6n +3n> +n?) > —4 — 20 —n? + 403 + 20t + 00
que equivale a

4+ 1n+12n2+2n2 +n* >0

lo cual es cierto para cualquier valor de n al ser todos los sumandos positivos.
Queda asi comprobado que a,, > an+1, para todo n, por lo que la sucesion
resulta ser mondétona decreciente.

n!
Ejemplo 2.7 Determina si la sucesion {2_”} es monotona.
n>1

Solucion: Primero calculamos algunos de los primeros términos para deter-

minar si es monétona y en qué sentido:
1 6 24
alt = —: a9 = —. A9 = —. Qa1 = —;
1 9 y U2 3 ] y U4 16

por lo que,
a1 <ag <az<ay

y parece indicar que es mondétona creciente. Para probarlo, debemos verificar
que a, < ap+1, para todo n. Dado que todos los términos son positivos y

a
que involucran factoriales y potencias vamos a probar que ntl S
Qn
(n+1)!
+1 n-+1
2n| = + > 1, paratodon > 1
n! 2
on

Queda asi comprobado que a, < a,+1, para todo n, por lo que la sucesion
resulta ser monétona creciente.
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n?+3

Ejercicio 2.1 Estudia la monotonia de la sucesién a,, = r——t n >
n

(Sol.: {a,} es mondtona creciente )

on+3 > 1

Ejercicio 2.2 Estudia la monotonia de la sucesion a,, = 21 n >
n

(Sol.: {a,} es mondtona decreciente )

2n — !

(Gl
nl 27

(H:(2n—1)N'=(2n—1)-(2n —3)---3 - 1; es decir, es el producto de todos
los impares menores o iguales a 2n — 1).

Ejercicio 2.3 Estudia la monotonia de la sucesion a,, =

(Sol.: {a,} es mondtona decreciente )

2.3. Swucesiones acotadas

Definicién 2.4 Sea {a,} una sucesién real y M € R .

» Sia, <M, VneN diremos que {a,} estd acotada superiormente.
En este caso el nimero M se llama cota superior.

» Sia, > M, VYn €N diremos que {a,} estd acotada inferiormente.
En este caso el nimero M se llama cota inferior.

» Diremos que {a,} estd acotada si lo esté superior e inferiormente. Esto
equivale a decir que
lan| < M, VneN

Graficamente, una sucesién acotada es, pues, aquella cuyos términos se en-
cuentran situados en una banda horizontal de anchura 2M, como puede
observarse en la Fig. 2.4.
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-_M

Figura 2.4: Sucesién acotada |a,| < M

Ejemplo 2.8 Veamos algunos ejemplos de sucesiones acotadas.

1 1
{—} estd acotada porque |—| <1, VneN
n n

{(=1)"*1} estd acotada porque |[(—1)"*!| <1, ¥neN

{n} no estd acotada superiormente.

{In (%)} no estd acotada inferiormente (se verd més adelante que
limIn(1/n) = —0).

n?+3
nd3 —1

Ejemplo 2.9 Determina si la sucesion { } estd acotada.
n>2

Solucion: Puesto que los términos de la sucesién siempre son positivos,
queda claro que estd acotada inferiormente por 0; es decir,
2
n“+3
0< 12 n>2
n° —1
Para acotarla superiormente, se utiliza un pequeno artificio: aumentar el
grado del numerador para que coincida con el del denominador y poder
realizar la division.
n?+ 3 n?
=1+

<14+1=2
nd—1"n34+3 nd—17— +
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n
n—+1

Ejercicio 2.4 Determina si la sucesién { } estd acotada.
neN

(Sol.: 0 < <1)

n—+1
nt*+n+1

Ejercicio 2.5 Determina si la sucesién { 55
ns —2n

} esta acotada.
n>1

nt*+n+1

Sol.: -3 <
(So 3 < nd3 —2n

y no acotada superiormente )

2.4. Sucesiones convergentes

“+00

21, escribiendo algunos de sus térmi-

Observamos de nuevo la sucesion {%}

nos:
1111111

TITTETE

Cuanto mas avanzamos, mas pequeno es el término correspondiente. Parece
que la sucesiéon va acercandose a cero y, por tanto, se dice que tiene limite
cero. Por contra en la sucesién {n} pasa lo contrario:

1,2,3,4,5,...

cuanto mas avanzamos mas grande se hace el término correspondiente vy,
entonces, se dice que tiene limite +o0o. Finalmente, si tomamos la sucesion:

1,0,1,0,1,0,1...

se observa que por mucho que avancemos la sucesion siempre oscila entre 0
y 1 y se dice que es oscilante.

Estos conceptos se formalizan a continuacion en las siguientes definiciones.
Definicién 2.5 Diremos que {ay} es convergente y tiene limite A € R sii
Ve>0 dnpe N [/ si n>ny = l|ap,— A <e¢

y lo escribiremos lim a, = A.
n—>aoo

Si una sucesién no es convergente, entonces se dice que es divergente; pero
distinguiremos algunos tipos de divergencia.
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Diremos que {a,} es divergente y tiene limite +oo sii
VK >0 dngeN / si n>ng = ap,>K

y lo escribiremos lim a, = +o0.
n—-a_o

Diremos que {ay} es divergente y tiene limite —oo sii
VK <0 dngeN / si n>ng = ap, <K

y lo escribiremos lim a, = —oo.
n—mame_o

Diremos que {a,} es divergente y tiene limite oo sii

VK >0 dngeN / si n>ny = lay| > K

v lo escribiremos lim a, = oco.
n—>maoeo

Diremos que {a,} es oscilante si no es convergente ni divergente a +00 0 0o

Nota: En realidad, una sucesién {a,} tiene limite oo si la sucesién de los
valores absolutos {|a,|} tiene limite +00. Por eso, toda sucesién divergente
a +00 0 —00, también tiene limite oo, pero el reciproco no es cierto (véase

el Ejemplo 2.10).

Ejemplo 2.10 Veamos algunos ejemplos de sucesiones convergentes y di-

vergentes.
1 , 1
1. {—} es convergente y lim— = 0
n non
2. {n} es divergente y limn = +o0
n
3. {—n} es divergente y lim(—n) = —oo
n

4. {1,-1,2,-2,...,(=1)"*n,...} es divergente y lim(—1)""'n =
n

5. {1,2,1,2,1,2,1,2,...} es oscilante (y acotada)
6. {1,2,1,3,1,4,1,5,...} es oscilante (y no acotada)

7. {sinn} es oscilante (y acotada)

@ J.J. Font | S. Herndndez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 25

©.¢)

Calculo - UJI



Graficamente el concepto de limite se interpreta como que la cola de la
sucesion se aproxima a una recta horizontal de ecuacion y = L, si lima,, = L;

Fig. 2.5,

Figura 2.5: Sucesion convergente

o por el contrario, la cola supera cualquier cota K si lima,, = 4+00; Fig. 2.6.

A

Figura 2.6: Sucesion divergente

En el siguiente teorema se resumen algunas propiedades basicas de los

tes.
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Teorema 2.6 Sea {a,} una sucesién convergente. Entonces,

1. El limite es tnico.
2. La sucesion es acotada.
3. Cualquier subsucesion es convergente y tiene el mismo limite.

4. lima, =X <= lim(a, —A) =0 <= limla,— A =0

Por otra parte, si la sucesién {a,} es divergente a oo entonces cualquier
subsucesion es divergente y tiene el mismo limite.

La propiedad (2) anterior proporciona un método para determinar si una
sucesion esta acotada; es decir, las sucesiones con limite finito estan aco-
tadas; aunque el reciproco no es cierto, en general: la sucesion oscilante
{1,0,1,0,...} estd acotada pero no tiene limite.

La propiedad (3) anterior permite eliminar un nimero finito de términos al
calcular el limite de una sucesion. En particular, el limite no depende de los
primeros términos sino de la cola de la sucesion; lo cual ya estaba implicito
en la definicién de limite.

Teorema 2.7 La relacion de los limites con el orden de los niimeros reales
es la siguiente:

1. Si a,, < by, para todo n > ng y existen h'gbn an 'y h’Tan b,, entonces
lim a,, < limb,,
n n
2. Si 11;{11 an, = A < a, entonces existe ng tal que
an, < a, para cada n > ng
3. Si 11'7£n an = A > «, entonces existe ng tal que

an > «, para cada n > ng

En particular, si lima,, # 0, la sucesién {a,} tiene el mismo signo que su
n

limite excepto, como mucho, en un nimero finito de términos.
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Ya vimos que toda sucesion con limite finito esta acotada y que el reciproco
no es cierto en general. Si anadimos una condicion de monotonia obtenemos

dicho reciproco

Teorema 2.8 La relaciéon entre la convergencia y la monotonia se resume

en las siguientes propiedades.

1. Si {an} es creciente y acotada superiormente, entonces {a,} es con-

vergente.

2. Si {an} es decreciente y acotada inferiormente, entonces {a,} es con-

vergente.

3. Si {an} es creciente y no acotada superiormente, entonces {an} es

divergente a +o00.

4. Si {a,} es decreciente y no acotada inferiormente, entonces {ay} es

divergente a —oo.

Teorema 2.9 (Aritmética de sucesiones convergentes) Sean {a,} y

{bn} dos sucesiones convergentes. Entonces,

1. lim(ay, + b,) = lima,, + lim by,
n n n

2. lim(a-a,) = a-lima,
n n

3. lim(ay, - b,) = lima,, - limb,

a, lim a,,
4. hranE = b, si hTanbn #0

) b ) lim b,,
5. lim(a,)”™ = (lima,) »

Para conocer el valor del limite cuando una o las dos sucesiones anteriores
tienen limite infinito, se aplica la llamada aritmética infinita que se resume

en la tabla siguiente.

En lo que sigue debe entenderse que a € R representa el limite de una
sucesién {a,} y oo el de una sucesion {b, }.
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Suma:

(+00) + (+00) = +o0

a + (4+00) = +00

Producto:

a(+o00) = {

+o00 si a>0
-0 si a<0

(+00)(+00) = +o0

(+00)(=00) = —o0
Cociente:
oo +00 s? a>0
—_— = -0 si oa<0
a 00 si a=
e,
—+00
a
— =00, ; 0
g =% sia =+
Potencias:

atoo — +oo si a>1
10 si 0<a<x<l1

o | +oo si a>0
(0) _{O si a<0
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—00
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2.5. Calculo de limites

Con la aritmética infinita, pueden presentarse los siguientes tipos de inde-
terminaciones:
o O 0

< O 0 —00, 0-00, 1% o 0°

Veamos cémo resolver algunas de ellas:

2 —
Ejemplo 2.11 Calcula el limite lim M
n n -+ 2

Solucion: En este caso, se tiene un cociente de polinomios y ambos tienden
a 400 por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacion del tipo
—. El procedimiento a seguir es dividir numerador y denominador por la
00

potencia de mayor grado; en este caso, n®.

LR Ll BERVNE Lt St S S
n n-+ 2 n %—}—% 0

basta observar, en este ultimo paso, que los cocientes % y # tienden ambos
a 0.

Si se quiere determinar el signo del oo, aunque ello no es siempre posible,
. . o n243p—

basta determinar el signo de la sucesién % cuando n es grande. En

este caso, para valores grandes de n la sucesion es siempre positiva, por lo

que puede afirmarse que el limite es +oc.

vVn?2+2n—->5
5—3n ’

Ejemplo 2.12 Calcula el limite lim
n

Solucion: En este caso, se tiene un cociente donde numerador y denomina-

dor tienden a oo, por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacion

del tipo —. El procedimiento a seguir es dividir numerador y denominador
00

por la potencia de mayor grado; en este caso, n (aunque el numerador no
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es un polinomio, se asimila a éste para el calculo de limites, tomando como
potencia de mayor grado vVn? = n).

2 5
o Vn?24+2n—-5 I+5 -2 Vi 1
lim - ifmY— = = __
n 5—3n n % -3 -3 3
1
2 3
— 2
Ejercicio 2.6 Calcula lfm ~—— " =
n n-+2
(Sol.: —c0 )
2n° Z—n+1
Ejercicio 2.7 Calcula lim weSnT —n
n n34+3yn+2
(Sol.: 2))
Vn?2 1
Ejercicio 2.8 Calcula lim Ln-i—
n n-+ 2
(Sol.: 1)
Ejercicio 2.9 Calcula Ii 4 n -8
. ula lim ———.
! nooVn’+1
(Sol.: 0 )

2 4+ 38 — 1
Ejercicio 2.10 Calcula kETOO W (

nominador por la mayor potencia).

H: Divide numerador y de-

(Sol.: 3)

Ejemplo 2.13 Calcula el limite lim (\/ n2+2n+3 — n)

Solucién: En este caso, se tiene una diferencia de sucesiones donde ambas
tienden a +o00, por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacién del
tipo 0o — 0co. Dado que puede verse como una diferencia de raices cuadradas
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(n = V/n?), el procedimiento a seguir es multiplicar y dividir por la expresién
conjugada:

VP Em+3-n)(ViZt2n+3
1fm( n2+2n+3—n>:h’m( n’+2n+3—n)(vn*+2n+3+n)
' " n?+2n+3+n

o n?+2n+3-—n? 3 2n+ 3
= lim = lim
noAV/n24+2n+34+n noA/n24+2n+34+n

2
:—:]_
2

ya que en este ultimo paso, volvemos a tener un cociente de polinomios que
ya debemos saber resolver.

Ejercicio 2.11 Calcula lim (\/ n2+2n—1-— n)
n

(Sol.: 1)
Ejercicio 2.12 Calcula lm — Y —vn
n vn+3—+vn+1
1
Sol.: —
(Sol.: 5 )

Ejercicio 2.13 Calcula lim (f/nz +1—vn2+n— 1) (H: Aplica dos ve-
n

ces la operacién de multiplicar y dividir por el conjugado).

(Sol.: 0 )
A continuacién se exponen algunos métodos mas para resolver éstas y otras
indeterminaciones:
(a) tipo (1°°): se aplica la formula de Euler.

ap — 1 limaj‘f _ limbn(an—1)
b, — o0

: o n?+3 \"
Ejemplo 2.14 Calcula el limite lim { ———— | .
n“+n-—1
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Solucién: En este caso, se tiene una potencia de sucesiones donde la base
tiene limite 1 (deberia ser claro ya) y el exponente tiene limite oo, por lo que,
estamos ante una indeterminacién del tipo 1°°. El procedimiento consiste en
aplicar la féormula de Euler:

I I
T B B N N
n \n24+n-—1

lan n2+3—-n2—-n+1
—en n?+n-—1

) An — n?

lim

:en n2+n_1 :e_l

n?+5
) o
3n—>5
Ejercicio 2.14 Calcula lim nEOn o) nt2 .
n \n?—4n+ 2
(Sol.: ")
Ejercicio 2.15 Calcula lim { (1 - = ) :
n n-+1
(Sol.: e=2/3)
2 n?
3
Ejercicio 2.16 Calcula lfm [~ > .
n \2n2—1
(Sol.: 0 )
1
1)\ vV 1-—
Ejercicio 2.17 Calcula lim ( nt ) n \/ﬁ
n n
(Sol.: 1)
(b) tipo (52): se aplica el criterio de Stolz.
bn oo a Ap+1 — @
(by) creciente p = lim -2 = lfm L "

b, >0, ‘n n bnt1 = bn
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1+2+...+n
5 )

Ejemplo 2.15 Calcula el limite lim
n n

Solucién: En este caso, se observa que el numerador es una sucesion for-
mada por una suma cuyo nimero de sumandos varia con el valor de n. Se
aplica el criterio de Stolz, llamando a,, a la sucesién del numerador y b, a
la del denominador:

’ Gn , Ap+1 — an
lim — =lim ——
175'nbn %?-bn+4,_'bn
L 1+2+. . 4n+(n+1)—(14+24+...+n)
= lim
n (n+1)2 —n?
, n+1 1
= lim = -
n 2n+1 2

142243+ +n"
n" '

Ejercicio 2.18 Calcula lim
n

(Sol.: 1)

1 2 3 n
A4 = 4+44+ > 4+4+ 4+ +44—
n n n n

Ejercicio 2.19 Calcula lim
n n

(Sol.:

| ©
N—

1 !
Ejercicio 2.20 Calcula lim M
n lognn

(Sol.: 1)
a1 + 2as +3a3+ ...+ na
n2
una sucesion convergente con limite lim a,, = a.

n

Ejercicio 2.21 Calcula lim " sabiendo que a,, es
n

(Sol.: =)

(VRS

(c) tipos (o) ¥ (0%): se aplica el criterio de Stolz para la rafz.

b, — +o0
(by) creciente » = lim %/a, = lim n+1-0p
b, >0, Vn

an+1
Qn,
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|
Ejemplo 2.16 Calcula el limite lim {/ ey
n nm

Solucion: En este caso, se aplica el criterio de Stolz para la raiz. Llamando
an a la sucesion del radicando y b, a la del radical:

| (
lim %/a,, = lim bn+1-tp Gnt1 lim n+1_7\1/(n + DY+ Din + 1)
n n V' an n n!/nn
(n+ 1)n™ , n" , < n )" )

— I —lm-—"
Rt Dmt+1)  m(ntlm)  a

Ejercicio 2.22 Calcula lim {/n.
n

(Sol.: 1)
Ejercicio 2.23 Calcula lim v/5n? — 6n + 3.
(Sol.: 1)
Ejercicio 2.24 Calcula lim ({/n — ¥/n+1).
(Sol.: 0 )
1 24 e
Ejercicio 2.25 Calcula lim TV VB \/ﬁ
n n
(Sol.: 1)
tipos (2 3): cambiamos a limite de funciones para poder aplicarle
() tipos (32) v (5): cambi limite de funciones para poder aplicarl

la regla de L’Hopital:

Se buscan dos funciones reales f y g, continuas y derivables de forma que
f(n) =any g(n) = by; entonces,

/

TR S AC) N G

o By = e g(2) ~ et hhe ()

n

Ejemplo 2.17 Calcula el limite lim e—.
non
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00
Solucioén: El limite propuesto es una indeterminacién del tipo —. En este

caso, puesto que ambas sucesiones no tienen relacion, lo méas sencillo es
tomar las funciones f(x) =e* y g(z) = = y aplicar la regla de L'Hopital:

o f@) 1)

noglx) o g'(z)

n

por lo que, lim — = +o0.
non

In(n) '

Ejercicio 2.26 Calcula el limite lim
non

(Sol.: 0)

2.6. Infinitésimos

Definicién 2.10 Una sucesién {a,} se dice un infinitésimo si lim a, =0
n—oo

Dos infinitésimos {a,} v {b,} se dicen equivalentes si

Las propiedades mas usuales de los infinitésimos se resumen en los dos re-
sultados siguientes.

Teorema 2.11 Si {a,} es un infinitésimo y {b,} es una sucesién acotada,
entonces
h}ln an b, =0

es decir, {a,b,} es un infinitésimo.

Teorema 2.12 Sean {a,} y {b,} dos infinitésimos equivalentes y {¢,} una
sucesion cualquiera. Entonces,

1. lim ay - ¢, = lim b, - ¢,
n—oo n—oo
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, Cn , Cn
2. llm — = lim —
n—00 Uy, n— oo bn

Esta ultima propiedad nos dice que en el cdlculo de limites podemos substi-
tuir un infinitésimo por un equivalente (siempre y cuando aparezcan como
productos o cocientes).

Por tanto, resulta conveniente conocer algunos infinitésimos equivalentes.
Los mas usuales son:

Infinitésimos Equivalentes. Si {a,} es un infinitésimo, entonces

{an}
{an}
{an}
{ag}
(o)
{an logb}

{log(1+ an)}
{sin(an)}
{tan(ay)}

{arctan(a,)}

{1 — cos(an)}
{oom —1}

2
Ejemplo 2.18 Vamos a calcular limnlog(1 + —;).
n n

Solucion: Aplicamos que, segin la tabla anterior,

{os (1452} = {55

y, entonces, el Teorema 2.12 nos permite escribir

2 2
limnlog(l+ —) =limn— =lim - =0
n n n n n n
2
1
arctan(log(n2 + 2))
Ejercicio 2.27 Calcula el limite lim n-+ .
" tan(Z—)
n-+3

(Sol.: —1)
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Ejercicio 2.28 Calcula el limite limn({/a — 1), a > 0.
n

(Sol.: In(a) )

n ”b n
\/5+\/_> Ca,b>0.

n

Ejercicio 2.29 Calcula el limite lim (

(Sol.: Vab )

b
tan(a + ﬁ)

Ejercicio 2.30 Calcula el limite lim (H: Recuerda que

n tana

tan(A) + tan(B)
1 — tan(A) tan(B) )

tan(A + B) =

b
(Sol.: e )

2.7. Infinitos

Definicién 2.13 Una sucesion {a, } se dice un infinito si lim a,, = oo (+00)
n—oo

Dos infinitos {a,} y {b,} se dicen equivalentes si

Diremos que {a,} es de mayor orden que {b,} si

., a
lim — =400
n—oo bn

Teorema 2.14 Si {a,} es un infinito y {b,} es una sucesién acotada, en-
tonces
lim(a, + b,) = o©
n

es decir, {a, + by} es un infinito.
El concepto de infinito de mayor orden se utiliza a menudo en la resolucién de

00
limites indeterminados del tipo —. Por otra parte, los infinitos equivalentes
00

se utilizan segun la propiedad siguiente.
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Teorema 2.15 Sean {a,} y {b,} dos infinitos equivalentes y {c,} una su-
cesién cualquiera. Entonces,

1. lim a, - ¢, = lim b, - ¢,

n—oo n—oo

’ Cn ’ Cn

2. lim — = lim —
n—oo Ap, n—oo bn

Esta propiedad nos dice que en el cadlculo de limites podemos substituir un
infinito por un equivalente (siempre y cuando aparezcan como productos o
cocientes).

Infinitos Equivalentes

—-n

n! = n"e 2mn  (Férmula de Stirling)
Ejemplo 2.19 Caleulad lim — )
Jemplo . alCula 171111 m

Teniendo en cuenta la férmula de Stirling sabemos que
n! = n"e " V2mn
por lo que también,

Bn+1)! = Bn+1)>"Le G /2r(3n+1)

y asi,

lfm 337 (n!)3 _ lm 33 (n" e /27n)3
n (Bn+ 1)l n (3n4 1)3ntle-Bntl) | /27(3n + 1)

T 33nn3n e—3n(\/ﬁ)3

n (Bn+1)3"Bn+1)e3re 1 \/2r(3n + 1)

) ( 3n >3n o 2t/ 2mn

m Le.

n \3n—+1 (3n+1)4/27(3n + 1)

3n \>"
Ii —e !
y como, lim <3n+1> ,

2™/ 2mn 2

" GBn+ D/2rBnr ) 33
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2.8. Problemas adicionales
Ejercicio 2.31

(a) Demuestra que la suma de una sucesion convergente y una divergente
es divergente (H: Supén que la suma fuera convergente y aplica la
Propiedad 2.9 para llegar a una contradiccién).

(b) Aplica lo anterior para estudiar el caracter de la sucesion

1 3
an = <1+—) +(=1)" <1——), n=12,..
n n

(Sol.: (b) Divergente (oscilante). )

Ejercicio 2.32 Demuestra que la sucesion definida por recurrencia

es convergente y calcula su limite.

(H: Demuestra que la sucesién es mondtona creciente y acotada superior-
mente (Propiedad 2.8). Para el célculo del valor del limite, toma limites en
la relacién de recurrencia)

(Sol.: {a,} es creciente y acotada superiormente; y lima, = 2. )
n

Ejercicio 2.33 Idem con

a1:1
an+1 =V 2an,+3, n>1

(Sol.: {a,} es creciente y acotada superiormente; y lima, = 3. )
n

Ejercicio 2.34 Encuentra la relacion entre a y b para que se verifique

, n-a 2n+3 / n4 3 bn+4
lim = lim
n \n+1 n \n+2

(Sol.: b=2(a—1))
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Ejercicio 2.35 Calcula los siguientes limites

—
n+1
mr—l)'
4dn — 1

1
sin2(—2) log(
(a) lim n

(n 4 2)5 cos(
(b) lim (v + 1~ v+ 1)¥".
(Sol.: (a) —v/2; (b)

Sl

L+ V2 + V3l + ...+ Vn!
Ejercicio 2.36 Calcula lim TV VL \/;

n—-+o0o n2

(Sol.: e /2)
Ejercicio 2.37 Calcula el limite:

h’rrln(\/_2- 2\2/_2- 23/_2 27\1/_2)

(H: Calcula el logaritmo del limite)

(Sol.: 2))
Ejercicio 2.38 Calcula el limite de las siguientes sucesiones:
@ oy ={ (222U a0 s
e logn » ’
12.2422.22432.28+ . 4 n?2. 277
(b) {bn} = 3
2" - n ne1
(Sol.: (a) %; (b) 2.)

22”(71!)2

Ejercicio 2.39 Calcula lign m

(Sol.: 0)
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C . 00 00 . .

Ejercicio 2.40 Sean {a,}>2; v {b,}>2, dos sucesiones de ntimeros reales
. e / a/’I’L

positivos de manera que lim — = 1.

n—oo n

Explica razonadamente si las siguientes afirmaciones son ciertas o no:

Si alguna afirmacién no es cierta basta dar un contraejemplo.

(Sol.: a) Cierta; (b) Falsa; (c) Falsa. )
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Tema 3

Series Numeéricas

Imaginemos que se va a celebrar una carrera con las siguientes reglas:

1. El primer minuto debe recorrerse 100 metros.
2. El minuto siguiente debe recorrerse la mitad, 50 metros.
3. El minuto siguiente debe recorrerse la mitad del anterior, 25 metros.

4. El minuto siguiente dee recorrerse la mitad del anterior, 12,50 metros.

y asi sucesivamente.

Por otra parte, al mismo tiempo empieza otra carrera, con las reglas ligera-
mente modificadas:

1. El primer minuto se recorren 100 metros.
2. El minuto siguiente se recorren la mitad de 100 metros, 50 metros.

3. El minuto siguiente se recorren la tercera parte de 100 metros, 33,3
metros.

4. El minuto siguiente se recorren la cuarta parte de 100 metros, 25 me-
tros.

y asi sucesivamente.
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Dos corredores empiezan a la vez las carreras. Si la meta de la primera se
encuentra situada a 300 metros y la de la segunda a 1000 metros, ;quién
llega primero a la meta y cuanto tiempo tarda?

Llamamos D = 100 metros la distancia recorrida en el primer minuto. La
primera carrera va recorriendo las distancias:
D D D

D=+ =4 = +...
to bttt

La segunda carrera va recorriendo las distancias:

D + D + D + = +
2 3 4
La pregunta es cudl de estas sumas alcanza la distancia a la que esté situada
la meta respectiva. Al acabar este tema deberemos ser capaces de dar una

respuesta razonadal.

3.1. Series reales

Del mismo modo que en el capitulo anterior, nos limitaremos a tratar con
series de numeros reales, porque, de nuevo, el estudio de las series comple-
jas se reduce al estudio de las series determinadas por las partes reales e
imaginarias.

Consideramos una sucesion de nimeros reales

{al,ag,ag,...,an,...}

A partir de ella formamos una nueva sucesion {S,}>2; definida de la si-
guiente forma:

51:a1
So = a1 + az
S3 =a; +az+as

n
Sn:a1+a2+a3+...+an:Zak
k=1

'La respuesta es que el primer corredor no consigue llegar jamés a la meta mientras el
segundo si.
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La sucesién {S,} asi definida se llama sucesién de las sumas parciales y ay,
recibe el nombre de término general n-ésimo. Llamaremos serie al par de
sucesiones {(ay), (Sn)}-

Definicién 3.1 Diremos que la serie {(ay),(S,)} es convergente si existe
lim S,, =S € R. Al valor S se le llama suma de la serie y lo escribiremos
n

n “+o00
S = lim E ap = E an
n
k=1 n=1

Por abuso de notacién representaremos a la serie {(an), (S,)} por su suma,
+o00

es decir, por E an; aunque es posible que dicha suma ni siquiera exista.

n=1
Notas: Algunas observaciones a tener en cuenta:

» El indice de sumacién n es una variable muda, y puede sustituirse por
cualquier otra letra.

= No es necesario que una serie empiece a sumar desde n = 1. Puede
empezar desde n =00 n = p (p > 1); pero siempre se puede reescribir

para que empiece en n = 1 mediante un cambio de variable (ver el
Ejemplo 3.25).

= S, siempre representa la suma de los n primeros términos de la sucesion
an y entonces se debera tener cuidado al calcularla cuando la serie no
empiece por n = 1.

» Las definiciones de convergencia y divergencia no dependen del término
a partir del cual empiezan a sumar, aunque si afecta al valor de la
suma (véase el Teorema 3.3). Asi, las propiedades que no involucren a
la suma de la serie son ciertas independientemente del término en que
empiecen. Por este motivo, y por comodidad, enunciaremos casi todas
las propiedades para series que empiecen en n = 1 e, incluso, a veces
ni tan siquiera especificaremos desde qué término empiezan a sumar,
escribiendo tinicamente Y a,.

= Aunque hablemos de la suma de una serie, no debemos olvidar que
dicha suma es, en realidad, un limite de sumas y, entonces, pueden no
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ser ciertas las propiedades usuales de las sumas finitas: por ejemplo,
el orden de los sumandos si puede alterar la suma (consultad la Sec-
cién 3.3); o también resulta ser falsa la propiedad asociativa (ver el
Ejemplo 3.6).

400
Ejemplo 3.1 Reescribe la serie Z
n=2

para que el indice de sumacién
n2—1

empiece en n = 1.

Solucion: Se trata, simplemente, de realizar un pequeno cambio de variable.

+oo 1 +00 1 +00 1
;nQ—lzn_lean—l:;nQ—l

donde kK = n — 1 y, substituyendo n = k + 1,
B i‘) 1 B *i 1
S (k+1)2-1 A~ (n+1)2-1

k=1 n=1

renombrando el contador.

Observa que la serie no ha cambiado; sélo se ha modificado el contador:

+o00 1 __1”+.1_F;L_+ _-+a> 1
Zn2—1 3 8 15 _Z(n+1)2—1
n=2 =
+oo
. .. . . 1 .
Ejercicio 3.1 Reescribe la serie E para que empiece

nlog(n)log [(log(n))]

n=3
a sumar desde n = 1:

1
(Sol.: ; (n + 2)log(n + 2)log [(log(n + 2))] )
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400 1
Ejercicio 3.2 Reescribe la serie Z

= m

para que empiece a sumar des-

den=1:
00 1
(Sol.: > )
n=1 ( n+p- 1 )
p
Un ejemplo importante lo constituyen las llamadas series geométricas.
Ejemplo 3.2 Consideremos la progresiéon geométrica 1,7, 72,73,...,7", ...

de la cual obtenemos la serie
1+r+r24. Z " (reR)

Vamos a calcular S,, en funcion de n. Para ello, multiplicamos S,, por la

razon r
Sp=14+r+r24+r4+. . 241
rSy=r4+r2+r+rt4

y restando las dos expresiones

1—r"

Sp—rSp,=1—-1r"= §, =
1—7r

sir#1

Para calcular el limite de S,, distinguimos dos posibilidades, segtn el valor
de la razon r:

1
<1 = limr"=0 = limS, =
n n 1—7r
"/ >1 = limr" =00 = limS, =
n n
Ahora,
S =1
= Sp=1+1=2
r=1 = Zl = ) = lim S,, = ©
. n

n=0
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( Sl — 1 )
So=1—-1=0
. Ss=1-1+1=1
r=—1 = Y (-1 = { Si=1-141-1=0 § = z1ms,
n
n=0 E
Son—1 =1
\ Son =0 ),
—+00
En definitiva, la serie geométrica Z r" es convergente sii [r| < 1y, en ese
n=0

caso, suma exactamente

+0o0o
>
n=0 T

00 1\ "
Ejemplo 3.3 Calcula la suma de la serie Z (—5) .

n=0

Solucion: Se trata de una serie geométrica de razén r = ——. Entonces, por

lo visto en el ejemplo anterior, es convergente (porque |r| < 1) y suma

> (2) ==y

n=0

Ejercicio 3.3 Calcula la suma de la serie 1 4+ 0,1 4+ 0,01 + 0,001 + ...

10
Sol.: —
(Sol: 5 )
“+oo +00
Teorema 3.2 Si tenemos dos series convergentes Z an, =Sy Z b, =5’
n=1 n=1

entonces,

+o0 +oo +oo
LY (an+bn)=) an+» bp=5S+5
n=1 n=1 n=1
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+oo +oo
2.) (Aan) =AY an=AS VAER

Ejercicio 3.4 Encuentra dos series divergentes Y a, y > b, de manera que
la serie suma » (a, + b,) sea convergente.

1 —1
Sol.:a,, = —y b, = ——
(O “ ny n+1

)
Ejercicio 3.5 Demuestra quesi »_ a, esconvergentey > b, esdivergente
entonces > (an + by,) es divergente. (H: Si > (a, + b,) fuera convergente
también lo seria > (a, + b, — ay).

Esta propiedad nos permite encontrar la férmula de la suma de una serie
geométrica cuyo primer término no es 1; es decir, que no empieza a sumar
desde n = 0.

+oo
Ejemplo 3.4 Sea la serie Z P =P Pt P2
n=p
Entonces,
+o00 +o0 +00 +o0
E r’'t = err"_p =rP E r" P = b g rk =
n=p n=p n=p k=0
por lo que,

2”+5”

Ejemplo 3.5 Calcula la suma de la serie Z o

n=1

Soluciéon: La serie puede descomponerse en suma de dos, de la siguiente

forma:
() -2 (6) ()
(5) 2 ()

n=1

pRE

n=1

gt ﬁw
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puesto que cada una de estas dos tltimas series es convergente ya que se trata
de series geométricas de razon r = % <lyr= % < 1, respectivamente. Por
el ejemplo anterior podemos calcular su suma:

f(é)n: 1i/15/5 :i Y io@nz 1i/12/2 =1

por lo que, finalmente,

Xon L5 g 5
Z 107 4 4
n=1

+0o0o 1 n
Ejercicio 3.6 Calcula la suma de la serie Z ( )

2
n=3
(Sol.: 1)
c e . 9 27 81
Ejercicio 3.7 Calcula la suma de la serie 8 + 6 + 3 + ) + 32 +...
(Sol.: 32)
Ejercicio 3.8 Calcula la suma de la serie 4 —2 41 — 5 +...
8
Sol.: —
(Sol.: )

Teorema 3.3 La convergencia de una serie no depende del término en el
que se empiece a sumar; es decir;

—+00 400
E an €s convergente < g ap €s convergente
n=1 n=p

Ademads, en este caso

400 +o0
Zan:(a1+a2+...+ap_1)—|—2an (p>1)
=p

n=1
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+00 +oo
Teorema 3.4 Sila serie E a, es convergente entonces también lo es E bn,

n=1 n=1
donde
by =a1tax+ ...+ ay,

by = Api+1 t Qg2 + ...+ ap,
by = Apot1 + Apot2 + ..o+ Qpg

Es decir, también es convergente la serie obtenida por agrupacion de térmi-
nos de la primera. La misma propiedad es cierta si cambiamos convergente
por divergente a 4oo.

El reciproco de la propiedad anterior no es cierto como lo prueba el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.6 Consideremos la serie geométrica de razén r = —1, es decir,
1—-141-1+1-1+4...

Hemos visto antes que esta serie no es convergente, no obstante esto, al
agrupar términos:

1-1D)+(1-1)4+0=1)+...=04040+...=0

si resulta una serie convergente.

No obstante, puede probarse que el reciproco de la propiedad anterior si es
cierto si la serie es de términos positivos.

3.2. Ciriterios de convergencia

Las series geométricas son sencillas de sumar. En general, calcular la suma
exacta de una serie no resulta tarea facil. Antes de intentar encontrar la
suma de una serie puede ser muy ttil saber si la serie es 0 no es convergente.
Este tipo de problemas se conoce como Problemas sobre el cardcter de una
serie. En las siguientes secciones estableceremos una relaciéon de criterios
que nos permitiran determinar el caracter de una serie. El primero de todos
nos da una condiciéon necesaria que debe cumplir toda serie convergente.
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400
Teorema 3.5 (Condicién necesaria de convergencia) Sila serie E Qn

n=1
es convergente = lima, =0
n

Ejemplo 3.7 La condicién anterior no es suficiente, como lo prueba la lla-

. . 1
mada serie armdnica 3% ~.
n

1
Esta serie verifica que lim — = 0 y, no obstante, la serie es divergente.
non

Vamos a probar esto tltimo. Sea {S,} la sucesién de las sumas parciales ,
es decir,

Sp=14 ol 4l
" 2 3 7 n
Som=14 oot g
ey Ty T Ty T T
Asi,
1 1 _— 1 1 1 P 1
Sy — 8§ = nteygmnos . . . nteyrgmos .
2n " n—i—1+n—|—2 +2n>2n+2njL +2n
n 1
T on 2

de donde lim(Sy, — S,,) >

N | —

y entonces lim(Sy, — S;,) # 0.

Concluimos, entonces, que la sucesién {5, } no puede ser convergente; porque
si lim S,, = S, entonces también lim Sy, = S (al ser Sa, una subsucesion de
n n

Sp); pero entonces
lim(S9, —Sp,) =0
n

y hemos probado anteriormente que no puede ser asi. Por tanto, la serie
armonica es divergente.

+oo
Ejemplo 3.8 La serie Z

n=0

n
di t lim —— =1+#0.
— es divergente porque lim —— +

400
1
Ejercicio 3.9 Estudia el caracter de la serie Z (2 + —).

n
n=1

(Sol.: Divergente. )
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+o0o
3
Ejercicio 3.10 Estudia el caracter de la serie g log (2 + —2)
n

n=1

(Sol.: Divergente. )

+0o0o n
Ejercicio 3.11 Estudia el caracter de la serie Z < n ) .
o \n+ 1

(Sol.: Divergente. )

3.2.1. Series de términos positivos

“+o0
Una serie g an, donde cada a, > 0 se dice una serie de términos positivos.

n=1
En este caso, como

Sn+1 - Sn + any1 > Sn

resulta que la sucesién de sumas parciales {S,} es creciente. Entonces, la
serie serd convergente si, y sélo si, la sucesion {S,} estd acotada superior-
mente. Si no lo estd, la serie sera divergente a +o0o (Teorema2.8).

Ejemplo 3.9 Hemos visto antes que la serie armonica era divergente. Como
es de términos positivos podemos afirmar que su suma vale +o0.

400
Si una serie g an es de términos negativos (i.e., a, < 0 Vn) entonces el

n=1
estudio de este tipo de series se puede reducir al de las series de términos

positivos, teniendo en cuenta que

400 400
LTSS S

y esta ultima ya es de términos positivos y tiene el mismo caréacter.

Ademads, como el caracter de una serie no se altera si eliminamos un nimero
finito de términos, equipararemos a este tipo todas aquellas series que si
bien no son de términos positivos, sélo tienen un nimero finito de términos
negativos.

Vamos a ver algunos criterios para averiguar si una serie de términos posi-
tivos es convergente o divergente.
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Teorema 3.6 (Criterio de la serie mayorante) Sean > a, y > b, dos
series de términos positivos.

= Si > b, es convergente y a, < b, Vn = ) a, es convergente

= Si ) ay, esdivergente y a, < b, Vn = > b, es divergente

400 1
Ejemplo 3.10 Sea la serie Z ]
— logn

1
Solucién: Como logn < n, Vn > 2, resulta — <

, Vn > 2y como la

n logn
+oo +o0o
serie E — es divergente concluimos que g es divergente.
n= 2

X2 —cos(n )

Ejercicio 3.12 Averigua el cardcter de la serie Z
n

n=2

(Sol.: Divergente. )

oo
Ejercicio 3.13 Sean Zan y an dos series convergentes de términos

n=1 n=1

positivos. Prueba que también lo es Z va : Utiliza la desigualdad

n=1

ap +b I :
Vanpb, < % y el criterio de la serie mayorante.)

o.¢]
Ejercicio 3.14 Sean Zan y an dos series convergentes de términos

n=1 n=1
+0o0o
oy ., anbn o1 .
positivos. Prueba que también lo es Z . (H: Utiliza la desigualdad
= an + by
anbn o .
——— < ay y el criterio de la serie mayorante.)
an + by,

Como consecuencia del criterio de la serie mayorante, se obtiene el siguiente
criterio.
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Teorema 3.7 (Criterio de comparacién en el limite) Sean ) a,y > b,

. . .. , Qan
dos series de términos positivos y sea lim 7= A. Entonces,
n

» Si0 <\ < +oo, entonces > a, y Y. by, tienen el mismo caracter.
= SiA=0y > b, es convergente, entonces »  a, es convergente.
» Si A= +o0y ). b, es divergente, entonces »_ a, es divergente.

+o0 1

1 1
n=114+—4+...4+ —
2 n

Ejemplo 3.11 Considérese la serie

+0o0
Vamos a compararla con la serie g Toar’ que sabemos es divergente (Ejem-
ogn
=2

plo 3.10)
1
IR
S - 1
lfm ——" = lim xr
n n
1+ -+...+—
logn 2 n

Este limite lo resolvemos por Stolz:

, logn , log(n +1) —logn
lim = lim
n 1 n 1 1 1 1 1
I+-+...+= 1+=-4+...+ -+ —1+=+...+—=
2 n 2 n n+1 2 n
1 n+1
= l1m+=hmlog e
n n n
n+1
= loge=1#0

Por tanto, ambas series tienen el mismo caracter y, por tanto,

+o00 1

es divergente.

1
n=114+—4+...4+ —
2 n

El inconveniente de este criterio reside en que necesitamos otra serie conocida
para poder compararla. Las mas utilizadas para comparar son las llamadas
series de Riemann (ver el Ejemplo 3.15).
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Para evitar este problema, veremos otros criterios en los que sdélo se utiliza
el término general a,, de la serie a investigar y, por tanto, no se necesita
ninguna otra serie para comparar.

Teorema 3.8 (Criterio de D’Alambert) Sea ) a, una serie de térmi-
an+1

Qn

nos positivos y sea lim

= ). Entonces,

= Si0 < A\<1,entonces ) a, es convergente.

= Sil < A< +o0, entonces Y a, es divergente.

Este criterio se suele utilizar cuando el término general a, consta de pro-

ductos o cocientes. Notar que este criterio no determina el caracter de la
an+1

Qn

serie cuando lim

= 1. Cuando esto ocurre puede utilizarse el criterio

siguiente.

Teorema 3.9 (Criterio de Raabe) Sea ) a, una serie de términos po-
an+1
an

sitivos y sea lim n | 1 —

= . Entonces,

» Si A <1, entonces Y a, es divergente.

= Si A\ > 1, entonces ) a, es convergente.

+oo 3
n
Ejemplo 3.12 Sea la serie Z —- Identificamos el término general de la
n!
n=1
serie
n3
an = —T
n!
y aplicamos el criterio de D’Alambert:
(n+1)°
1)! 1\* 1
lim%:ﬁmw:lim<n+ ) : —0<1
no Qg n n n n n+1
n!
+a>n3
y podemos concluir que Z — es convergente.
n!

n=1 "
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X1.3.5---(2n—1)
Ejemplo 3.13 Sea la serie nz::l 246 (2n) Identificamos el término

general de la serie

1-3-5---(2n—1)
2:4-6---(2n)

y aplicamos el criterio de D’Alambert:

an:

1-3-5---(2n—1)(2n + 1)

A-6... 2 1
i Q41  m 2:4-6---(2n)(2n + 2) ~ tm n+ _
n @, W 1-3-5---(2n—1) n 2n + 2

2.4-6---(2n)

y no podemos concluir nada. Aplicamos ahora el criterio de Raabe, utilizan-
do que, segtn el célculo anterior, %2+l = 2ntl.

T 2n42°
2 1
limn 1_an+1 =limn(1-— nt =limn
n an, n 2n + 2 n  2n+ 2
n 1
=1 =-<1
Mont2 2 °

y entonces obtenemos que

o0

3

+oo
Ejercicio 3.15 Estudia el cardcter de la series (a) Z

n=1

(Sol.: (a) Convergente; (b) Convergente )

2"n!
Ejercicio 3.16 Estudia el caracter de la serie >

nn

(Sol.: Convergente. )

n!)?
Ejercicio 3.17 Estudia el cardcter de la serie Z:g (2712 .

(Sol.: Convergente. )
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o 47210 (3n+ 1)
"=192.6-10---(4n —2)
(Sol.: Convergente. )
(n!)24n

(2n)! -~

(Sol.: Divergente. )

Ejercicio 3.18 Estudia el caracter de la serie

Ejercicio 3.19 Estudia el cardcter de la serie >

El siguiente criterio es equivalente al criterio de D’Alambert pero se utiliza

en vez de éste cuando el término general a,, consta de potencias de exponente

n, n2, etc.

Teorema 3.10 (Criterio de la raiz o de Cauchy) Sea Zan una serie
de términos positivos y sea lim /a,, = . Entonces,

= Si0 < )\ <1, entonces ) a, es convergente.

» Sil < A< +o0, entonces Y a, es divergente.

14+ sm3 n . L.
Ejemplo 3.14 Sea la serie Z —— . Identificamos el término general
n=1
1+ sin® n
ap = T
y aplicamos el criterio de la raiz:
) o nfl4sin®n . V14sindn 1 ., —
lim ¥Ya, =lim4{/ ——— =llm———— =lim— - V1 +sin’n
n n nn n n nn

Para calcular este limite, vamos a probar en primer lugar que v/1 + sin®n

es una sucesién acotada. En efecto,
—1<sin®n<1=0<1+sin®n<2=0< V1+sin®n< ¥2<2
entonces, aplicando el Teorema 2.11,

hm\"/an—hm — \/1—1—8111 n=0<1
N

acotada
—0

1+sin®n
y concluimos que E —— es convergente.
nn

n=1
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2 n
Ejercicio 3.20 Determina el caracter de la serie :{i’i n (g) .

(Sol.: Convergente. )

n
Ejercicio 3.21 Determina el caracter de la serie Z;:i’i (2 T:L 1) .
n

(Sol.: Convergente. )

Ejercicio 3.22 Determina el cardcter de la serie > 5
n

(Sol.: Divergente. )

El criterio siguiente se suele utilizar cuando el término general a,, consta de

potencias de exponente cualquiera.

Teorema 3.11 (Criterio Logaritmico) Sea > a, una serie de términos

1
log <—)
_ \W&/

ogn

positivos y sea lim = \. Entonces,

= Si A < 1, entonces ) a, es convergente.

= Si A > 1, entonces Y a, es divergente.

Ejemplo 3.15 Vamos a estudiar la convergencia de una familia de series,

+o0
llamadas Series de Riemann: Z —, a R Identificamos el término gene-
n
n=1
ral:
1
an = E
y aplicamos el criterio logaritmico:
| 1
O —_—
, & an, . logn® ., alogn
lIm ———* =lim—— =lim—— =«
n  logn n logn n  logn

Asi, si o > 1 la serie es convergente y si a < 1 la serie es divergente. Si

a =1 la serie queda

+x>1 +a)1
IO
n=1 n=1
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que es divergente.

Resumiendo,
> 4 Convergente si «a > 1
Z %’ (Oé S R) =
=1 Divergente si a <1

Las series de Riemann se utilizaran a menudo en el criterio de comparacion
en el limite, sobre todo si el término general es un cociente de polinomios.
En el ejemplo siguiente vemos su aplicacion.

+00
Ejemplo 3.16 Determina el cardcter de la serie Z
n=1

5n — 3
nd4+n

Solucion: Vamos a compararla en el limite con la serie de término general

1 o :
L = — (que son los dos infinitos de mayor orden que aparecen en la serie
n3 n2

a estudiar).

5n—3 3 2
lm P _ ) Sn” —3n*
m-—— =lm-—a——= 5
oz ne+n

1
por lo que la serie inicial tiene el mismo caracter que la serie g — ¥, siendo
n

ésta convergente, por ser una serie de Riemann de exponente a = 2 > 1, nos
permite concluir que

“+oo

on — 3
Z —5——— €8 convergente.
—n +n

400 1

Ejercicio 3.23 Determina el cardcter de la serie R
J n=lp2_9op 43

(Sol.: Convergente. )

+00 \/Sn

Ejercicio 3.24 Determina el cardcter de la serie > 2 2 1
n

(Sol.: Convergente. )
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1
Ejercicio 3.25 Determina el caracter de la serie Zzg T
n° +

(Sol.: Convergente. )

+o00 1
"2 llog(log(n))]1°5™

Ejercicio 3.26 Determina el caracter de la serie

(Sol.: Convergente. )

1
+oo -
"1 2/log(n)

(Sol.: Divergente. )

Ejercicio 3.27 Determina el caracter de la serie

Teorema 3.12 (Criterio de Condensacién) Sea Z ap, una serie de térmi-

nos positivos, donde la sucesién {a,} es decreciente, entonces las series
k
g an, y E 2% - aqr
n k

tienen el mismo caracter.

+oo
1
Ejemplo 3.17 Determina el cardcter de la serie Z
n=2

nlogn’

1 . .
Solucién: Llamamos a,, = . Como {nlogn} es una sucesién crecien-
nlogn
te deducimos que {a,} es decreciente. Asi, podemos aplicar el criterio de
o0 1 00

1
condensacion y concluir que 2k~ tienen el mismo
Y q nz:nlogn yz_: 2k log 2k

caracter. Estudiemos ahora esta ultima:
400 —+o00 “+o00 “+o00
1 1 1 1 1
2k— = _— = —
D2 e e = 2 log 2~ 2 Flog? ~ log2 2o R
k=1 k=1 k=1 k=1

y resulta ser la serie armoénica que es divergente. Concluimos, pues, que
+0o0

1 .
Z ] es divergente.
= nlogn
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+o0o
—_— N.
"2 1 log(m)” P €

(Sol.: Convergente si p > 1. )

Ejercicio 3.28 Determina el caracter de la serie

1

o

Ejercicio 3.29 Determina el caracter de la serie > >

(Sol.: Divergente. )

3.2.2. Series alternadas

—+o00

Definicion 3.13 Una serie Zan se dice alternada si ay, - ap+1 < 0, para
n=1

todo n (i.e. sus términos alternan el signo).

Para series alternadas disponemos del siguiente criterio:

Teorema 3.14 (Criterio de Leibnitz) Sea ) a, con a,41 - a, < 0, para
todo n. Si la sucesién {|a,|} es decreciente, entonces

E a, es convergente <= lim|a,| =0
n

Notas:

= A una serie alternada no se le puede aplicar ninguno de los criterios
vistos anteriormente para series de términos positivos.

» Si la sucesién {|a,|} es creciente entonces no puede tener limite 0 y
asi la serie serd divergente, pero la sucesién {|a,|} puede no ser ni
creciente ni decreciente y, en este caso, no podremos aplicar el criterio
de Leibnitz.

400
» Toda serie alternada puede ser escrita de la forma Z(—l)”an 6 de la

n=1
+o0
forma Z(—l)”“an donde a, > 0 (dependiendo que sean negativos
n=1

los términos impares o pares, respectivamente).
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—+o0
1
Ejemplo 3.18 Determina el caracter de la serie Z(—l)"+1—.

n
n=1

Solucién: Se trata de una serie alternada. Veamos si cumple la hipdtesis
del criterio de Leibnitz.

n+1

1 1
Llamamos a, = (—1)"""—; por tanto |a,| = —. Como {n} es una sucesién
n n

creciente, deducimos que {a, } es decreciente. Por tanto, podemos aplicar el
criterio de Leibnitz y al ser

o1
lim— =20
n n
+o0 1
podemos concluir que E (—=1)""1 = es convergente.
n=1

Ejemplo 3.19 Comprobar que la serie alternada

11 1
l—-+-—2+

1 11 1 1 1 1
2 2 3 2

1
3737173 173 1"

diverge y explicar por qué no se contradice el criterio de Leibnitz.

Solucion: No se puede aplicar el criterio de Leibnitz porque la sucesién de
los valores absolutos de los términos no es decreciente. No es convergente
porque al agrupar los términos de la forma:

11_1_1 1_|_1 1+1 1+1 1+1 1+
2 2 3 2 3 3 4 3 4 3 4) 7

obtenemos la serie
L + L + L +
2 3 4

que es divergente y recuerda que si una serie es convergente, cualquier rea-
grupacion debe ser convergente (Teorema 3.4).

(-1

Ejercicio 3.30 Determina el caracter de la serie Z:ﬁ 5 7
n J—

(Sol.: Divergente. )
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400 (_1)n
n=1 \/_n .

(Sol.: Convergente. )

“+00 (_1)n
"=!log(n)

(Sol.: Convergente. )

Ejercicio 3.31 Determina el caracter de la serie

Ejercicio 3.32 Determina el caracter de la serie )

1
Ejercicio 3.33 Determina el carcter de la serie > (—1)"*! sin (—)
n

(Sol.: Convergente. )

+00 1+ (_1)71\/_”.

n=1 n

Ejercicio 3.34 Determina el caracter de la serie

(Sol.: Divergente. )

3.3. Convergencia absoluta y condicional

+o0o
Definicién 3.15 Una serie E a, se dice Absolutamente Convergente si la
n=1
+oo
serie E la,| es convergente.

n=1

+oo
—1)"
Ejemplo 3.20 La serie Z u es convergente (Ejemplo 3.18) pero no

n
n=1

absolutamente convergente, ya que la serie de los valores absolutos no es
convergente:

“+oo +oo

-1 1
E (=1) = g — divergente
n=1 n n=1 n

Ejercicio 3.35 Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la
serie:

1 1 1 1 1
l-—+—=-—+...+ — + ...
V2 V3 VA4 V2n—1 +/2n

(Sol.: Convergente pero no absolutamente. )
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Nota: Estd claro que para series de términos positivos ( o de términos
negativos) los conceptos de convergencia y convergencia absoluta son equi-
valentes. Es mas, si recorddis que el caracter de una serie no depende del
término en que empieza a sumar, podemos afirmar lo mismo para series con
un numero finito de términos negativos (o, respectivamente, de términos
positivos).

En general la relacién entre la convergencia y la convergencia absoluta viene
dada por la siguiente propiedad:

Teorema 3.16 Si ) a, es absolutamente convergente, entonces > a, es
convergente.

Esta propiedad nos da un nuevo criterio para estudiar la convergencia de las
series alternadas:

Ejemplo 3.21 Consideremos la serie:

1 1 1 1 1 1 1
+ + o+ — .

1— — R -
22 733 42 "5 62 (2n—1)3  (2n)

Es una serie alternada pero no podemos aplicarle el criterio de Leibnitz
porque los términos, en valor absoluto, no forman una sucesién decreciente.
Estudiemos la convergencia absoluta:

LI L S L —ff Ly
2235 42758 T (2n -1 (202 T 4 \(@2n—-1)3  (2n)?

Si esta ultima la descomponemos en dos series:

=1 1

Zl m que es convergente, comparandola con Z 3

n=

=1 1

nz_:l W que es convergente, comparandola con Z o)

Entonces, como las dos son convergentes, concluimos que la serie

> (<2n - e <2i>2>

n=1
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es convergente, por lo que la serie primera resulta ser absolutamente con-
vergente y, por tanto, convergente.

Definicién 3.17 Dadas dos series > a, y > by, diremos que »_ b, es una
reordenacion de ) a, si la sucesién {b,} se ha obtenido a partir de {a,}

reordenando sus términos.

Definicién 3.18 Una serie Y a, se dice:

Incondicionalmente convergente si la serie es convergente y cualquier
reordenacion de ella es convergente y suma lo mismo.

= Incondicionalmente divergente si la serie es divergente y cualquier
reordenaciéon de ella es divergente.

= Condicionalmente convergente si es convergente pero no incondicio-
nalmente convergente.

= Condicionalmente divergente si es divergente pero no incondicional-
mente divergente.

El siguiente resultado simplifica el estudio de la convergencia condicional:

Teorema 3.19 La serie > a, es incondicionalmente convergente si, y sélo
si, es absolutamente convergente.

+o00 n

Ejemplo 3.22 La serie Z ——— es condicionalmente convergente, ya que
n
n=1
es convergente (por el criterio de Leibnitz) pero no absolutamente conver-

gente (ver el Ejemplo 3.20).

Si una serie tiene un nimero finito de términos negativos (o de términos
positivos) sabemos que su convergencia implica convergencia absoluta. Por
tanto, para que una serie sea condicionalmente convergente ha de tener infi-
nitos términos positivos e infinitos términos negativos. Suponemos entonces
una serie »  a, de manera que {a,} tiene infinitos términos positivos {b, }
e infinitos términos negativos {c,}. Entonces,

(@) L) Font | 5. Hemandez | 5. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 66

Calculo - UJI



Teorema 3.20 Con la notacién anterior se tienen las siguientes propieda-
des:

bn

[ ]
|Cn|

} convergentes = ) a, incondicionalmente convergente.

= Y. a, incond. divergente.

2

2.

> by } una es convergente
2 lenl

y la otra divergente

2 bn

. S |enl } divergentes = ) a, cond. convergente o cond. divergente.
n

Ademads, en este ultimo caso, si lima,, = 0, podemos obtener una reordena-
cion o bien divergente o bien convergente.

Ejemplo 3.23 Estudia la convergencia condicional de la serie
11 1 1 1 1
EoatmoateE ot T lm

Solucion: Consideramos por separado los términos positivos b,, y negativos

Cp-
+o0o
1 1 1 1
anzﬁﬂ—?—f—?—i—:z:m—) Convel“gente.
n=1
+oo
1 1 1 1 .
> len| :§+Z+E+”':;%_> divergente.

Entonces, la serie ) a,, es incondicionalmente divergente.

Ejercicio 3.36 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la

oL 2,3 4.5 6
BT I S

(Sol.: Divergente. )
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Ejercicio 3.37 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la

SRS R S S O
rie — — — + - — —+ - — — +...
S T TR S TR ST

(Sol.: Incondicionalmente divergente. )

Ejercicio 3.38 Dada la serie

1 1 1 1 1
l—-—+—=—-——+...+ — +...
V2 V3 V4 Von—1 2n

de la cual sabemos que es convergente pero no absolutamente (Ejercicio 3.35);
considera la siguiente reordenacién

(s G =)
+(¢£7_3+¢£7_1—¢12_n)+...

.. Qué podemos decir sobre su convergencia? ;Y sobre la convergencia abso-
luta?

(Sol.: No absolutamente convergente y divergente. )

3.4. Sumacion de series

Hasta ahora hemos visto métodos para determinar si una serie es convergente
o divergente. Cuando una serie Y a, es convergente sabemos que tiene una
suma finita S. El objetivo de esta seccion es calcular la suma de la serie. Este
problema resulta mas complicado de abordar que el estudio del caracter,
dado que la suma es, en realidad, el limite de la sucesién de las sumas
parciales y no siempre sera factible poder calcularlo.

Hemos estudiado ya la suma de una serie geométrica y, con una técnica
parecida, estableceremos la suma de algunos tipos mas de series.

(a) Series Aritmético-Geométricas

Son de la forma >/ a,b, donde {a,} es una progresién aritmética (de
distancia d) y {b,} es una progresién geométrica (de razén r). Entonces,

ap=a;+dn—-1) n=1,2,...

b, =bir" ! n=1,2,...
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Se observa por simple sustituciéon que la serie no es convergente cuando
|| = 1. Vamos a calcular S,, en los otros casos:

Sn = a1by + agby + asbs + ... ap_1bn—1 + anby

rSp = ai1bs + asbs + azbs + ... an—1by + anbpi1

de donde restando ambas expresiones resulta
Sn(l — 7“) =a1by + [(CLQ — al)bg + ...+ (an — an_l)bn] — anbnﬂ

pero, como la diferencia entre dos términos consecutivos de una progresién
aritmética siempre es la distancia d, obtenemos:

Sn(l — T) = a1by + d[bg +bg+ ...+ bn] — apbpt1
= ai1by +db [7’ + r? + ...+ Tn_l} — anbnﬂ

r—rn

y ahora como r + 12 + ...+ "1 = T obtenemos
Sp(l—1) =aiby + dby rl——r: — apbpi
y aislando 5, :
o= B [0t

Suponemos ahora que |r| < 1, entonces

limr® =01 abi drby
= lim .S, = 5
lim a,bp41 = lim(d(n — 1) + a1)bir™ =0 n 1—r (1—-1)

Por contra si || > 1 entonces lim 7" = oo y no existe lim S,,.
n n

+oo
Resumiendo, la serie aritmético-geométrica Z anby, es convergente sii |r| <
n=1
1 y en este caso suma exactamente
“+o0o
(Zlbl dTbl
anb, = + 3.1
Z”” 1—r (1—r)2 (3.1)
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Ejercicio 3.39 Encuentra la formula de la suma cuando la serie empieza a
sumar desde n = p.

Ejemplo 3.24 Calcularemos la suma de la serie:

gf 3.4.5---(n+2)
2-4-6-8---(2n+2)

n=1
Solucién: Simplificando los términos, se observa que corresponde a una
serie aritmético-geométrica.

gf 345 (n+2) 3 34 345
£<2-4-6-8---(2n+2) 24 2-4.6 2-4-6-8
L 3456
2.4.6-8-10
3 4 5 6
= §+2—4+§+$+...
B +Oon+2
- Zgn+2
n=1

1 1
de donde d = 1, r = 30 = 3y b = 53 bor lo que aplicando la féormu-
la (3.1), se obtiene

1 1
Sﬁ 3-4-5-(n+2) 35§+15'§_ﬂ
4-6-8--- 1 1.,
n:1246 8 (2n+2)1__ (1— 1y
2 2
(b) Series Hipergeométricas
“+00
Son series de términos positivos Z an, que cumplen la relacién
n=1

an+1:om—|—5 con a+p3—v#0
an an + 7y

Puede probarse que
(an + ¥)an+1 — yar

a+f—n

Sp =
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—+o0
Si suponemos ahora que la serie E an es convergente, entonces necesaria-

n=1
mente deben ser limna,+; =0 ylima,+1 =0 y asi,
n n

+oo
. ar?y
S=1m§S, = Zan = — (3.2)
" n=1 7__CY_>6

Nota: Para determinar los valores correctos de «, 3 y -, la serie debe
empezar a sumar desde n = 1.

00 1
Ejemplo 3.25 Sea la serie Z _—

=)

.. n n!
Solucién: Como < ) = ——  resulta
p pi(n —p)!
) =
n=p n=p
p
Estudiemos primero su caracter mediante el criterio de D’Alambert: llaman-
| —n)!
do a, = M (n > p ) obtenemos
n!
pl(n+1—p)!
|
lim @t gy 2 D!
noa, n  pl(n—p)!
n!
_ ok n+1—p
= lm———"=
Aplicamos ahora el criterio de Raabe
1 —
limn (1 — an+1> = limn (1 — u)
n an n n+1
v np
= lim =p

n n+1
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Asi si p > 1 la serie es convergente. El caso p = 1 lo estudiaremos mas
adelante.

Ademas, la serie es hipergeométrica porque

ant1 _ n+1—p

an n—+1

Ahora bien, para determinar la suma y, méas concretamente, los valores
correctos de «, 3,7 la serie debe empezar a sumar desde n = 1. Para conse-
guirlo haremos un cambio de variable:

wpln-p)! X pln—p)!
z::p n!p _ Z p n!p

n+1—p—|—1
. Z p n — ' k= n+1 P Z

R k: + p— 1

'(k—1
Llamando ahora a; = H k > 1 obtenemos

p —_—
plk!
Q41 _ (k+p)! _ k
aj pl(k —1)! k+p
(k+p—1)!

de donde a =1, 3 =0y~vy=pcona+ -~ =1-py, aplicando la
férmula (3.2), se obtiene

+i’fp!(n?;p)!:ff(p!(k‘—l)! _1lp_p (> 1)

— | — _
— E+p—1)! p—-1 p-1

Finalmente, si p = 1, resulta que (T) = n, de donde

que es divergente.
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(c) Series telescopicas

Una serie > 7> a,, se dice telescépica si el término general a,, puede des-
componerse de la forma
an = by —bp—1

es decir, es la diferencia entre dos términos consecutivos de otra sucesion.
En este caso, es posible hallar la suma parcial S,, y calcular su limite.

+o00
1
Ejemplo 3.26 Calculal del i _.
jemp alcula la suma de la serie E_ nn 1)
* s . ’ . 1
Solucidén: La serie es telescépica puesto que, al descomponer —— en
n(n+1)

fracciones simples, resulta
111

nn+1) n n+l

Entonces, para calcular S,, hacemos:

o= o)
o = 4o}
0= 3ol
=
i = 1oL
a1 +as+...+a, = 1—%4_1

Ahora, al sumar estas igualdades, resulta que, en la parte de la derecha
se cancelan los términos dos a dos (salvo el primero y el dltimo) y en la
izquierda queda aj + az + ...a, = Sy, por lo que
1
n+1

Sp=1-—

y, por tanto,
+oo

1 1
Z—:limSnzlim<1— ):1
< n(n+1) n n n+1
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—+00

Ejercicio 3.40 Calcula la suma de la serie '~ OB descomponiéndola
n —_
previamente en fracciones simples.
3
Sol.: —
( 1)
n
Ejercicio 3.41 Calcula la suma de la serie .75 , descom-

=2 (n 4 1)(n +2)
poniéndola previamente en fracciones simples.

(Sol.: +00 )

oo
1
Ejercicio 3.42 Calcula la suma de la serie Z log <1 — —2)
n=2 n

(Sol.: —log2)

3.5. Problemas adicionales

Ejercicio 3.43 Averigua el cardcter de las series

@ 2y 22U () cosur)

@ Lo @yl

O S TS0 0
sin (7 /n)

(J) ZT

(Sol.: Son convergentes (a), (b), (g), (h), (2)y (5).)

Ejercicio 3.44 Averigua el cardcter de la serie

Vv on!
Z<2+ﬂ)(2+ﬂ)~--(2+ﬁ>

(Sol.: Convergente )
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Ejercicio 3.45 Estudia el caracter de las series:

@ % (2+7) O © T
>

(d) Y log (2 + %) (€) 2 log (1 + %) (f) {’/taﬂz (714;%)

5n — 3 n N oy 2t S
(9) > m (h) > m (@) 2 4An3 —i—+3n

6 Loin (1) - o) o e

o) S (ST ) S

(Sol.: Son convergentes: (b), (f), (g), (h), (m) y (n).)

Ejercicio 3.46 Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de la
serie
1 3 1 4 1 5 1 n+1

— —log =+ = —log - — — log — U |
5 og2+3 og3++4 og4++ +n og

+ ...
n

n

1 1 n+1
(H: Utilizar la desigualdad (14— | <e < (1 + —> para demostrar
n n

que los valores absolutos de los términos de la serie forman una sucesién
decreciente)

(Sol.: Condicionalmente convergente )

+o0
1 1
Ejercicio 3.47 Calcula la suma de la serie Z (2—n — 3—n>
n=1

(Sol.: =)

N | =

4

Ejercicio 3.48 Calcula la suma de la serie Z:{i’i m
n(n

, descomponiéndo-

la previamente en fracciones simples.

(Sol.: 3)
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1
oo des-
=1 (2n +1)(2n +3)’
componiéndola previamente en fracciones simples.

Ejercicio 3.49 Calcula la suma de la serie

1
Sol.: —
(Sol.: -5 )

oo
1
Ejercicio 3.50 Calcula la suma de la serie Z m, sabiendo que
n=2
(o.¢]
1
Z(—l)”“— = log 2.
n=1 n

1
(Sol.: 1 log2)
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Tema 4

Series de Potencias

Una expresion de la forma
+o0o
2 n _ n
agt+ai(z—c)+a(x—c)+...+an(x—0c)" +... —Zan(a:—c)
n=0

recibe el nombre de serie de potencias centrada en c.

Una serie de potencias puede ser interpretada como una funciéon de x

+oo
f(@) =7 an(z —c)"
n=0

cuyo dominio es el conjunto de los z € R para los que la serie es convergente
y el valor de f(x) es, precisamente, la suma de la serie en ese punto x.

Las series de potencias, vistas como funciones, tienen un comportamiento
bueno, en el sentido de que son funciones continuas y derivables de cualquier
orden. Més atn, su funcién derivada es, otra vez, una serie de potencias.
Desde un punto de vista mas practico, las series de potencias aproximan
a su funcién suma. Es decir, la suma parcial de orden n, que no es maés
que un polinomio de grado n a lo sumo, representa una aproximacion a la
funcién suma en su dominio de convergencia. En la siguiente figura, Fig. 4.1,
puede verse la funcién f(z) = e* junto con algunas aproximaciones mediante
sumas parciales de su serie de potencias.
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— l+4=x
— 1+3,-+%
1+3:+%+%
» X

Figura 4.1: Aproximacion a e€* por su serie de potencias

4.1. Radio de convergencia

Nuestro objetivo ahora sera determinar el dominio de una serie de potencias.
Por una parte esta claro que el centro ¢ siempre esta en el dominio ya que

400

fle) =Y anle— )" = ag

n=0

Puede ocurrir que la serie sélo sea convergente en x = ¢, pero, en general,
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el campo de convergencia serda un intervalo; como nos indica el resultado
siguiente.

+oo
Teorema 4.1 Sea E an(x —c)". Entonces es cierta una, y sélo una, de las

n=0
tres afirmaciones siguientes:

1. La serie sélo converge en x = c.

2. Existen R > 0 de manera que la serie converge (absolutamente) si
|z —¢|] < Ry diverge si |z — ¢| > R.

3. La serie converge para todo x € R.

Al ntimero R se le llama Radio de convergencia de la serie. Para unificar
todos los casos, entendemos en el caso (1) que R = 0, y en el caso (3) que
R = +o0.

Por tanto el dominio o campo de convergencia de una serie de potencias es
siempre un intervalo, ocasionalmente un punto, que llamaremos intervalo de
convergencia. Notar que el teorema precedente no afirma nada respecto de
la convergencia en los extremos del intervalo, c — Ry ¢+ R.

Veremos seguidamente una férmula para calcular el radio de convergencia:

“+o00

Teorema 4.2 (Cauchy-Hadamard) Sea Z an(r—c)" ysea A := lim ¢/|a,|

n=0
Entonces,

s A=0 = R=4+x

s A=—40 = R=0
1

- A -
0<A<+4+0 = R 1

Nota: El simbolo lim a,, representa el limite superior de la sucesién {a,}
el cual viene definido como el mayor de los limites de las subsucesiones con-
vergentes de {a, }. Obviamente, si la sucesién {a,} es convergente, entonces
lim a, = 11’71;11 an por lo que concluimos que
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» Siexiste lim {/|ap,| = A = R =
n

= Si existe lim 1]
n |an|

=A== R=

= s

La utilizacién de un criterio u otro dependera de la forma que tenga el
término a,,.

Ejemplo 4.1 Considera la serie de potencias

400
L+z+ (202 + (3N +... 4+ ()" + ... =) (n)a"
n=0

En esta serie a,, = n! de donde

m(n+1)!

lan| n n!

=lim(n+1)=40c0= R=0

Asi pues, la serie sélo converge en x = 0.

+o0
n2n+1

Ejemplo 4.2 Sea la serie de potencias x". Para calcular su radio

n2+1
n=0 2
n2n—|—1

de convergencia llamamos a,, = PYEsy y obtenemos

n2n+l n2ts
A = lim ¥/|a,| = lim {/ —— = lim = = 400
m {/lan| = Mm |/ ooy = lir = 0= R=+

Asi pues, la serie es convergente para cualquier valor de z € R. Luego el
intervalo de convergencia es I = R =| — oo, +00].

+oo 3
Ejemplo 4.3 Sea la serie de potencias Z Z—nx”. Para calcular su radio de

n=1
3

, n
convergencia llamamos a,, = YoRd obtenemos

A =lim \"/|an|zlim\/Z—n:lim(\/4m == R=4
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Asi pues, la serie es (absolutamente) convergente si |z| < 4 y divergente
si |x| > 4. Para averiguar la convergencia en los extremos del intervalo
serd necesario hacer el estudio particular.

+o0 n3 +oo
r=4 = Z 4—n4n = Zn3 (divergente)
n=1 n=1
+oo n3 +0o0
r=-4 = Z 4—n(—4)" = Z(—l)"n?’ (divergente)
n=1 n=1
Concluimos, finalmente, que el intervalo de convergencia es I =] — 4, 4].
+00 "
Ejemplo 4.4 Sea la serie de potencias Z —. Para calcular su radio de
n
n=1

convergencia llamamos a,, = — y obtenemos
n

1 1
A =lim y/]ap| =lim {/— =1 =1= R=1
fm lan| 1711n\/; 17511%

Asi pues, la serie es (absolutamente) convergente si x| < 1 y divergente
si || > 1. Para averiguar la convergencia en los extremos del intervalo
sera necesario realizar el estudio particular.

+00 1 p +001
=1 = — = — (divergente
x nz::ln nz::ln(lvrgn)

= —1 = E S~ 7 1
T Z n (COIlVGI'geIl e)

Concluimos, finalmente, que el intervalo de convergencia es I = [—1,1].

+0oo
2 n
Ejercicio 4.1 Calcula el radio de convergencia de la serie Z (22) .

n=1

n2

(Sol.: R=—)

DN | =
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+00
. . e . . . X
Ejercicio 4.2 Calcula el intervalo de convergencia de la serie E —
n

n=0
(Sol.: I =R)
. . X (3z)"
Ejercicio 4.3 Calcula el intervalo de convergencia de la serie Z —
o (2n)!
incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.

(Sol.: I =] — 0o, +o0[=R )

400
(_ 1)n+1xn
Ejercicio 4.4 Calcula el intervalo de convergencia de la serie g —

n

n=1
incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.

(Sol.: I =] —1,1])

—+o0
nlz"
Ejercicio 4.5 Calcula el intervalo de convergencia de la serie Z —,
— (2n)!
incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos extremos.

(Sol.: I =] — 00, +o0[=R)

Ejercicio 4.6 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias
too (—1)”+1(x —5)"
nzz:l nom
extremos.

, incluyendo el estudio de la convergencia en los puntos

(Sol.: I =]0,10] )

Ejercicio 4.7 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias

X (1) (g — o)
Z( )"z — o)

nc”

¢ € R, incluyendo el estudio de la convergencia en los
n=1
puntos extremos.

(Sol.: I =]0,2¢|]sic>0,1=1[2c,0[sic<0)

Cuando las potencias no son consecutivas se utiliza un cambio de variable
para calcular el radio de convergencia.
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+oo 3
n
Ejemplo 4.5 Sea la serie de potencias E 4—na:2”. Como las potencias no

n=1
son consecutivas, no puede aplicarse directamente el criterio del teorema de

Cauchy-Hadamard. Realizaremos, previamente, un cambio de variable.

2,8 X8 I8
2n 2\n __ n
Do =D = ot
n=1 n=1 n=1
n3

para esta ultima calculamos el radio de convergencia, llamando a,, = YIRS
obtenemos R = 4 (es justo el Ejemplo 4.3).
Asi,

+o0 3

n n
Z 4—nt es convergente para |[t| < 4,
n=1

por lo que, deshaciendo el cambio,

—+00 n3
Z 4—n(m2)” es convergente para |z%| < 4,

n=1

es decir,
+o0

TL3 2n
Z e convergente para |z| < 2,
n=1
y concluimos que el radio de convergencia es R = 2. Faltaria estudiar el
comportamiento de la serie en los extremos del intervalo, pero ésto se deja
como ejercicio al lector.

Ejercicio 4.8 Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias
+0o0

Z - :L_ 1 (—2z)" 1.

n=1

(Sol: I =] —=,=[)

N —
N | =

+oo (_1)n$2n
Ejercicio 4.9 Calcula el intervalo de convergencia de la serie Z -
n=0

(Sol.: I =R)

n!
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4.2. Propiedades

Hemos visto que una serie de potencias define una funcién en un intervalo.
Veremos ahora qué propiedades cumple esta funcion.

Teorema 4.3 Sea f(z) la funcién definida como una serie de potencias
“+oo

flx) = Z an(x — ¢)" con radio de convergencia R > 0. Entonces,
n=0

1. f es continua en todo punto interior del intervalo de convergencia.

2. f es derivable en todo punto interior del intervalo de convergencia vy,

ademas,
400
= g nan(x —c)" !
n=1

teniendo esta ultima serie radio de convergencia R (derivacién término
a término).

3. f es integrable en el intervalo de convergencia y, ademas,

/f(x)das:z/anx—c )dx—zn+1(x_c)n+1+c

teniendo esta ultima serie radio de convergencia R (integracién término
a término).

Ejemplo 4.6 Consideramos la funciéon f(z Z —

Hemos visto en un ejemplo anterior que el intervalo de convergencia era
[—1,1].
Entonces la funcién derivada puede calcularse derivando término a término:

+00 n—1 +00

f/(l'):znxn _an—l

n=1

Sabemos, por la propiedad anterior, que el radio de convergencia para esta
nueva serie continuiia siendo R = 1. Veamos qué ocurre en los extremos del
intervalo:
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400 400
r=1 = Z 1"t = Z 1 que es divergente,
n=1

n=1
+oo
r=-1 = z:(—l)”_1 que es divergente.
n=1

Asi pues, la serie derivada converge en | — 1, 1].

Veamos ahora qué ocurre con la integraciéon. De nuevo, podemos integrar
término a término.

+oo " +oo ntl
/f(m)dx:;/gzgm#—c

De nuevo sabemos que el radio de convergencia para esta nueva serie con-
tinia siendo R = 1. Veamos qué ocurre en los extremos del intervalo:

R . |
r=1 = 7; m = ; m que es convergente;
S~ (-
r=-1 = nzz:l m que es convergente.

Asi pues, la serie integral converge en [—1,1].

Nota: Observa en el ejemplo anterior que al derivar hemos perdido un
punto del intervalo de convergencia, mientras que al integrar hemos ganado
uno. En general, sin embargo, el resultado correcto es

= Al derivar una serie no se pueden ganar extremos del intervalo de
convergencia.

= Al integrar una serie no se pueden perder extremos del intervalo de
convergencia.

Ejercicio 4.10 Siendo f(x) la funcién definida por las serie de potencias

X (1) g — B
Z( )" )

nb"

, calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(z) y

n=1
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/ f(x) dz, incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =]0,10] para fy f’; I =[0,10] para [ f )

Ejercicio 4.11 Siendo f(z) la funcién definida por la serie de potencias

+oo
—1)\)"
E ( +(1)() gy z", calcula el intervalo de convergencia de f(x), f/(z) y
n n
0

/ f(x) dz, incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =[—1,1] para fy [ f; I =]—1,1] para f)

Ejercicio 4.12 Siendo f(x) la funcién definida por las serie de potencias

+0oo (_1)n+1x2n—1

Z o calcula el intervalo de convergencia de f(z), f'(z) y
n —

n=1

/ f(x) dz, incluyendo el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I = [—1,1] para fy [ f; I =]—1,1] para f)

Otras propiedades interesantes son las siguientes.

Teorema 4.4 Sean f(z Z an(x—c)"y g(x Z b ( " definidas

en el mismo intervalo I. Entonces

“+o00

L. f(z)+g(z) = Z(an +by)(x—0)", Veel

n=0

2. af(z —aZanx—c Zaanx—c , Ve el

En el caso de series de potencia centradas en ¢ = 0, se cumple ademas
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400
Teorema 4.5 Sea f(x) = Z anz” definida en el intervalo I. Entonces,

n=0
+o0 +0o0
1. flax) = Zan(ozx)" = Zana”m”, Ve [ ax el
n=0 n=0

+o00 +o0
2. f(aN) = Zan(xN)” = Zaan", ve /2N el
n=0 n=0

Ejemplo 4.7 Calcular una primitiva de la funcién f(z) = e’

+oo  n

* xr . o ez
Solucion: Sabemos que e€* = Z — Entonces aplicando la proposicion
. = n!
anterior:
42 100 ($2)n +00 72n
=) T
= nl o
Ahora, integrando
L2 T 2 T ot
war=y [T =3 e
~. n ot (2n + 1)n!

“+o00
x2n—|—1

————— es una primitiva de e’
(2n 4+ 1)n!

En particular, F(z) =
n=0

4.3. Desarrollo de funciones en serie de potencias

Hemos visto que una serie de potencias define una funcién en un intervalo I.
Se aborda ahora el problema contrario. Dada una funcién f(x) se trata de
encontrar una serie de potencias

+o0
Z an(x —c)"
n=0
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de manera que
400

@) =3 an(e )"

n=0

para todo x del intervalo de convergencia.

Evidentemente, tales funciones deben ser continuas e indefinidamente deri-
vables en su intervalo de convergencia y esto permite deducir ademas como
deben ser los términos de una serie de potencias cuya suma es una determi-
nada funcién f:

+o00
Teorema 4.6 Si f(z) = Z an(r —¢)", Vx €]c — R, c+ R| entonces,
n=0

_ ()

n!

Qn
I )
A la serie Z f—(c)(x — ¢)" la llamaremos serie de Taylor de f en c.

4.3.1. Desarrollos de Taylor

Conviene recordar ahora el conocido teorema de Taylor que permite aproxi-
mar una funciéon por un polinomio de grado n.

Teorema 4.7 (Taylor) Sea f una funcién continua y con derivada conti-
nua hasta el orden n en un intervalo I = [¢ — R, c+ R] y derivable de orden
n+1len|c— R,c+ R[. Si x € I, existe un punto £ entre ¢ y x tal que

(e ) (¢
f(z) = f(c)+f’(c)(sc—c)+fz—(!)(x—c)2+...+ / n)'( )(x—c)"
T ()
FO () (
+ CESN (x —c)'n+1)
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Los términos 7, (x) forman un polinomio de grado n a lo sumo, llamado
polinomio de Taylor, mientras que el ultimo término R, (x) se llama el resto
de Lagrange.

Este teorema permite aproximar el valor de una funcién mediante un poli-
nomio.

1
vi+zx

1
de grado 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar Niwh Da una cota del

Y

Ejemplo 4.8 Aproxima la funcién f(x) =

mediante un polinomio

error cometido.

Solucion:

1. Basta calcular las derivadas hasta el orden 4. Tomaremos como punto
de calculo el valor a = 0.

flx)=(1+z)"1/2 S f0) =1
f'(x) = —%(1 L)t o p(0) = _%
f(x) = 2(1 + SU)_5/2 = f"(0) = 2
f///(ﬂf) = _§(1 + SU)—7/2 N f///(o) _ _%
F0@) = T +a) 2 = 0 = T2 +6)
Finalmente,
f(x) = Ts(x) = f(0) + f'(0)z + fg(!O) 2+ / 3(!0)x3
por lo que,
r 322 1523
@y =1=5+ % g

2. Como

1 . . .
Niw) = f(0,2) basta tomar z = 0,2 en el polinomio anterior.

Por tanto,
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1 0.2 3(0,2)*  15(0,2)°

-~

12" 2 8 48

~ 0,9125

3. El error viene dado por el término

4!

siendo z = 0,2 y 0 < £ < 0,2. Podemos escribir, pues,

el =

105
4!-16(1 +¢)
Ahora hay que eliminar £ de la férmula anterior acotando la funcién

por su valor méximo (en este caso, se trata de escribir el denominador
mas pequenio posible, teniendo en cuenta que 0 < £ < 0,2 ):

_105(0,2)*
- 384(1 +€)9/2

el =

9/2 (072)4

105(0,2)4 105(0,2)4

— <
4= Ssaa 1 e 384

~ 0,0004375
La aproximacion es regular (2 o 3 cifras exactas).

Ejercicio 4.13 Aproxima la funcién f(z) = z sinz mediante un polinomio

1 1
de grado no mayor que 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar 3 sin (§>

con dos decimales de exactitud. Justifica la exactitud obtenida.

(Sol.: f(x) ~ x?; %sin (%) ~ 0,11; Error < 0,00257) )

Hemos visto que si una funciéon admite desarrollo en serie de potencias,
esta serie debe ser necesariamente su correspondiente serie de Taylor. No
obstante, la serie de Taylor de f en ¢ no tiene porque tener de suma a la
propia funcion f. Para garantizarlo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.8 Si f es una funcion indefinidamente derivable en un intervalo
abierto centrado en c y si R, () representa el resto de Lagrange de la férmula
de Taylor, entonces

n

o (),
fla)y=>" / '( )(:1: —¢)" & lim Ry(2) =0
n=0 ’
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Con el siguiente corolario tendremos una forma mas facil de aplicar la pro-

piedad anterior:
Corolario 4.9 Si existe una constante K > 0 de forma que
1f™(2)| < K, Yzel, ¥n>0

entonces

o0 £(n) (.
f(x)zzf ()(:U—c)” Vo el

Ejemplo 4.9 Sea f(x) = sinz. Encuentra un desarrollo en serie de poten-

cias.

Solucion: Como
f(”)(:(:) = sin (ng +cc> , n=20,1,2,...

entonces,

f(”)(O) = sin (ni) _ {(—1)k sin =2k + 1 (n impar)

2 0 sin =2k ( n par)

y obtenemos, pues, que la serie de Taylor de f en x =0 es

+00 k p2k+1

2]{:—|—1

OM

Calculamos el radio de convergencia de esta serie. Como las potencias no

son consecutivas realizaremos un cambio de variable.
—+o00 —+00
(_1)nx2n+1 (_1)nx2n

nz::O @+l & @n )]
100 _1nx2n
LSS e

(2n +1)!

+o0
- ”“”nz::g (2n + 1)!
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(="

Para esta ultima serie, llamando a,, = m se tiene
. lans] ., (2n+ 1) i 1
w lan| " (2n + 3)! " (2n + 3)(2n + 2) oo

Es decir, la serie converge Vt € R. Entonces, deshaciendo el cambio, la serie

original es convergente Vz? € R, o sea, Vx € R.

Falta demostrar que la serie suma exactamente sin x, es decir,
Ji:.o % =sinz VzeR
n=0
Ahora bien, como
fM(z) <1, VzeR, n=0,1,...
basta aplicar el Corolario 4.9 para concluir que

+00 (_l)nx2n+1

sinx = Z m; r €eR
n=0
De forma similar se prueba que
+oo 2n
(=1)"z
" COST = ——, zeR
Z (2n)!
n=0
00 "
T — _
et = Z e reR
n=0

= « . e s
n (1+2)= Z (n> ", |z| <1 (serie bindmica).

n=0

siendo a € Ry

n factores

(3) -1, (3) SIS Bl (TR R
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4.3.2. Otros desarrollos

En general, el método de calcular la serie de Taylor no resulta muy opera-
tivo, dada la dificultad de encontrar la derivada n—ésima o, aunque esto sea
posible, la dificultad de demostrar que lim R, (x) = 0.

n

Veremos ahora otros procedimientos para encontrar el desarrollo de una fun-
cion en serie de potencias. Basicamente se trata de obtener por derivacion,
integraciéon o transformaciones elementales una funcion de la cual conozca-
mos su desarrollo.

1
1+

Ejemplo 4.10 Desarrollo en serie de potencias de la funcién f(x) =

Solucion: Recordemos que para una serie geométrica:

+o00 1
Sat= 2| <1
11—z

n=0

Por tanto,
1 1 “+o0 —+o00
= =) ()" =) (=", [z[<1
I+ 1—(—x) nZ:o nZ:o

Este problema también se podria haber resuelto teniendo en cuenta que

1
=(1+42z) !
1+ (1+2)
que corresponde a una serie binémica de exponente a = —1 y aplicando el

desarrollo conocido (pag. 92) se llega a la misma conclusién sin més que
tener en cuenta que (_nl) = (—=1)".

Ejemplo 4.11 Desarrollo de f(x) =logx

Solucién: Recordemos que la serie binémica de exponente @ = —1 verifica

+o0

1
> (-1 = o lz| < 1

n=0
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Por tanto,

1 1 =
@) =—= T 1;)(—1)71(:(; )", Jz—1|<1

Recuperamos la funcion f integrando:
“+o00
(="

n+1

n=0

+oo
f(z) = /f’(:c)daz => /(—1)”(:5—1)”(1:1: =y —1(:1:—1)”+1+C, lz—1] <
n=0

Asi,

N~ (D"

logx = -1ty o -1<1
n=0

Para calcular C basta evaluar la expresion anterior en un valor de x. Por sen-

cillez, se elige el centro de la serie, x = 1. Antes de substituir, desarrollamos

el sumatorio:

+oo
1" —1 1
logx = Z%(m—l)”“—l—C: (9:—1)+7(cc—1)2+§(a:—1)3+...+C’

n=0
por lo que al evaluar la serie en x = 1, obtenemos
logl=0+C = C=0

y, finalmente,

+oo n
1 _ (_1) -1 n+1
ogr =3 (@ —1)

n=0

En el ejemplo anterior, hemos probado que

+oc0 (_1)n
logx = — 1)t —1<1
og T nEZO nH(w )" =1 <

Estudiemos ahora qué pasa con los extremos del intervalo:

“+o00

r=0= S ﬂ(—l)"le = -1 ue es divergente
=0=) =2 51 sene.
=0
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n+1 = (_1 "
1) = Z il que es convergente.
n=0

Pero, ;jpodemos afirmar que en x = 2 la serie suma exactamente log 27
En general, la respuesta es no. El teorema que veremos a continuacién nos
dard una condicion suficiente para que podamos garantizarlo.

Teorema 4.10 (Abel) Sea f(x Zan z—0o)", lx—c/]<R.

Si f es continua en ¢+ R y la serie es convergente en x = ¢+ R entonces se

verifica que
“+o00

flc+ R) = Zanc—i—R—c) ZanR”

n=0

Andlogamente para el extremo inferior: si f es continua en ¢ — R y la serie
es convergente en x = ¢ — R entonces se verifica que

Ejemplo 4.12 Volviendo al ejemplo anterior, habiamos visto que

400 (_1)n
1 = —1)ntl ~1] <1
ogx 7?:0 —— ] (x—1)"", Jz—1|<

Ahora, la serie es convergente en z = 2 y la funcién f(x) = logz es continua
en x = 2, entonces aplicando el teorema de Abel resulta que

+oo
(="
log2 = Z —_—
=n +1

Ejercicio 4.14 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion

x4+ 2
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Ejercicio 4.15 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion

(1+2)*

400

(Sol.: » (=1)"na"™! |z[<1)

n=1

Ejercicio 4.16 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion
2

(1+z)*

—+o00

(Sol.: > (=1)"n(n—1)2"? |z]<1)

n=2

Ejercicio 4.17 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion
log(z +1).

“+o0

(Sol.: Z %x”“ x€l—1,1])

n=0

Ejercicio 4.18 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

A2 + 1
+oo 1
(Sol.: Y “(—1)™4"x*" x| < 5)
n=0

Ejercicio 4.19 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién
cos .

400 n
(Sol.: Z ((;:3' )
n=0
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4.4. Problemas adicionales

Ejercicio 4.20 Calcula el intervalo de convergencia de las series siguientes,
incluyendo el estudio de los puntos extremos:

io: % N e R (b) io: (—linxn;
n=0 n=1
(€)Y (=1)"*'n (@) Y5
n=0 n=0
S (D)™ (= 4"
1;) n+1 n—|—2) (f); 3n ’
— (z—2)" — (—=1)"ti(z — 1)t
T;) 3”+1’ (h) 7;) n+1 ’
N O D e~ 2:4-6---2n .
(Z)nzzzl m— 1 ) (.7)712_:035 7. (2n+1)x2 +1.
x?n—l—l
() — (2n+ 1)V
(Sol.: (a) I =] — [k, [K[[, (b) I =] —1,1], (¢) I =] = 1,1], (d) I = {0},
(e) I =[=1,1], (f) I =]1,7[, (9) I = [-1,5], (h) I =]0,2], (i) I = [-1,1],
@) I=l-11[y (k) I=R.)
+0o0
Ejercicio 4.21 Siendo f(z) la funcién definida por la serie f(x) = Z (g)”,
calcula el intervalo de convergencia de f(x) )y [ f(x)de, inrgéyendo

el estudio de los puntos extremos.

(Sol.: I =] —2,2[ para fy f'; [ =[-2,2[ para [ [ )

Ejercicio 4.22

Considera la serie de potencias:

Sy 1117 (11+6n)
7-13-19-25--- (19 + 6n)

n=0
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(a) Calcula el radio de convergencia de la serie.

(b) Estudia la convergencia en z = —1, y en caso de ser convergente,
calcula la suma.

(c) ;Verifica, en x = 1, las hipdtesis del criterio de Leibnitz para series
alternadas?

(d) ¢(Es absolutamente convergente en x = 17

11

l.: = 1' - .
(Sol.: (a) R =1; (b) Convergente y suma A ISEL

() Si: (d) Si. )

n+1)(n+2)---2n+1)

+oo
Ejercicio 4.23 Dada la serie de potencias Z ( xT".

n!
n=1

(a) Determina el radio de convergencia de la serie.

1
(b) Estudia la convergencia de la serie en x = gyenz= —1.

1
(c) Estudia la convergencia en z = ~7

(Sol.: (a) R = —; (b) Divergente en z = — y x = —1; (¢) Divergente. )

> =

1 .
47
Ejercicio 4.24 Aproxima la funcién f(z) = zIn(1 4+ x) mediante un poli-

nomio de grado 3. Utiliza dicho polinomio para aproximar 0,21n(1,2). Obtén
una cota del error cometido.

1
(Sol.: f(z) & a” — Ja% 0.2In(1,2) = 0,036  0,00053 )

Ejercicio 4.25 Aproxima la funcién f(z) = z? In z mediante un polinomio
de grado 2, expresado en potencias de (x — 1). Utiliza dicho polinomio para
aproximar %ln (%) con dos decimales de exactitud. Justifica la exactitud
obtenida.

3
(Sol.: f(z)~z —1+ 5(ac —1)%; 2In (1) = —0,125 £ 0,083 )
Ejercicio 4.26 Se considera la funcién f(z) = In(v/1 + x).

(a) Aproxima la funcién por un polinomio de grado 4.
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(b) Utiliza el polinomio anterior para aproximar In(,/0,95) y acota el error
cometido.

2 3 4

(Sol.: (a) g - % + % - %; (b) In(+/0,95) ~ —0,02564661 + 4,03861 10~° )

Ejercicio 4.27 Se considera la funcién f(z) = In(v/1 + z).

(a) Desarrolla en serie de potencias la funcién g(z) = 1 41_ =
(b) Calcula la derivada de f(z).
(c) Desarrolla en serie de potencias la funcién f(x).

00 1 1 (—1)an+!

(Sol.: (a) Y (—1)"a"; |z < 1; (b)

n=0

m;(c)52 ntl el < 1)

Ejercicio 4.28 Desarrolla en serie de potencias la funcién V1 + x + 22 in-
dicando cudl es el radio de convergencia. (H: Expresa el radicando 1+ z + 22
en la forma a? + (x + b)? para aplicar la serie binémica)

(Sol.: \/72 (1/2)4n< +%)2n si

Ejercicio 4.29 Aplica el ejercicio anterior para calcular la suma de la serie

1/2
Yoo ( / ) - . (H: Toma un valor adecuado de z en el desarrollo anterior)

r+ < 22)

I RVE]
2 2

(Sol.: )

2
V3

Ejercicio 4.30 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion

fz) = e™’/2.
400 1
Sol.: 2n R
(So ;znn!x reR)

Ejercicio 4.31 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la fun-
60 () = 5y o
cién f(r) = —5———.
222 + 3z — 2
simples, hallando las raices del denominador)

H: Expresa la fraccion como suma de fracciones
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+o0o
3-1)" .\ . 1
(Sol.: Z ( (2n+1) +2 H) " z| < 5 )

n=0

En los ejercicios siguientes se trata de, mediante derivacion o integracién
de la funcién dada, relacionarla con una funcién de desarrollo conocido y, a
partir de este, hallar el desarrollo de la funcién original.

Ejercicio 4.32 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion
f(x) = arctan 2.

+oo
(_1)n4n 2n+1 1
. —_— < =
(Sol 230 1" lz| < 5 )

Ejercicio 4.33 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion
f(x) = arcsin x.

too _1\n
(Sol.: Z ( 711/2) 2(71—:_)11’2"“ x| <1)

n=0

Ejercicio 4.34 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcién

arcsin x
flx) = (H: Utiliza el ejercicio anterior).
x

400

—1/2\ (=" »

Sol.: L gl <1

sots Y- (T7) R el <)
n=0

Ejercicio 4.35 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion

f(x) = sin®z.

+o0
. (_1)n4n n
(Sol.: Z G Dl T 2)552 2 reR)

n=0

Ejercicio 4.36 Desarrolla en serie de potencias centrada en ¢ = 0 la funcion
f(z) = log(a® +1).
“+o0o

(Sol.: Z %x%” xe[-1,1])

n=0
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Tema 5

Funciones de varias variables

Supongamos que tenemos una placa rectangular R y determinamos la tem-
peratura T en cada uno de sus puntos. Fijado un sistema de referencia, T
es una funcién que depende de las coordenadas (z,y) de cada uno de los
puntos de R. La funcién que describe este fenémeno

T:f(l',y), (l‘,y)ER

es un ejemplo tipico de una funcion de dos variables; en este caso, las coor-
denadas del punto donde evaluamos la temperatura. No es dificil encontrar
ejemplos de fenémenos que a la hora de describirlos necesitemos utilizar
funciones de tres, cuatro o méas variables.

La definicién formal de funcion de varias variables es la siguiente:

Definicién 5.1 Sea D un subconjunto de R"™. Una funcién f de D en R
se llama un campo escalar o una funcion real de n variables. La funcién f
asigna, pues, a cada vector x = (x1,%2,...,2,) € D C R™ un valor real

f(x).

Las funciones de varias variables son esenciales en muchos problemas im-
portantes de la ciencia, la ingenieria, la economia, etc... De hecho, cualquier
férmula que proporcione una relacion entre una magnitud a partir de los va-
lores de otras magnitudes es, en realidad, una funcién. Vamos a ver algunos
ejemplos:
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Ejemplo 5.1

= La magnitud de la fuerza gravitatoria ejercida por un cuerpo de masa
M situado en el origen de coordenadas sobre un cuerpo de masa m
situado en el punto (x,y, z) viene dada por

GmM

Py )= e

= La ley de los gases ideales dice que la presién P de un gas es una
funcién del volumen V' y la temperatura 7' segin la ecuacién

cT
P=—
Vv

donde ¢ es una constante.

= La desviaciéon S en el punto medio de una viga rectangular cuando
estd sujeta por ambos extremos y soporta una carga uniforme viene
dada por

CL3

wh3

donde L es la longitud, w la anchura, A la altura y C' una constante.

S(L,w,h) =

Nota: El dominio de un campo escalar f (denotado por Dom(f)) es el
subconjunto de R™ donde estd definida la funciéon. En muchas ocasiones,
una funcién viene dada por una expresion algebraica y su dominio no viene
dado explicitamente. Entendemos, en este caso, que el dominio es el conjunto
de todos los puntos para los que la definicion de f tiene sentido.

La imagen o recorrido de un campo escalar (denotado por Im(f)) es el
subconjunto de R dado por todos los valores que toma la funcién f; es decir,

Im(f):={f(x) : x € Dom(f)}

La grdfica de f es el subconjunto de R**!, definido como

graf(f) :={(x, f(x)) : x € Dom(f)}

Evidentemente, s6lo podemos representar graficamente las funciones de una
variable (su grafica estd en R?) y las funciones de dos variables (su gréfica
estd en R3).
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5.1. Representacion de funciones

Una forma de obtener informacién sobre el fenémeno descrito por una fun-
cion de dos variables es estudiar su representacién grafica. Esta no es una
tarea sencilla pero disponemos de algunos métodos que permiten hacernos
una idea de su comportamiento. Se trata de cortar la grafica de la funcion
con planos paralelos a los planos coordenados. Empezaremos con planos
verticales.

Definicién 5.2 Para una funcién f(z,y), la funcién que se obtiene al man-
tener la variable x fija y variando la variable y se llama seccion transversal

de f con x fija. Andlogamente se define una seccién transversal de f con y
fija.

Ejemplo 5.2 Vamos a calcular la seccion transversal, para x = 2, de la
funcién f(z,y) = 22 + 2.

Solucion: Tal y como se observa en la Figura 5.1, la seccién transversal
es la curva obtenida al cortar la grafica de f(z,y) con el plano vertical de
ecuacion x = 2.

Figura 5.1: Seccion transversal con z fija
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La seccién transversal que hemos de encontrar es, precisamente, f(2,y) =
4+y2. Por tanto es una funcién de y, digamos g, definida como g(y) = 4+y2.
Se trata de una parabola simétrica respecto del eje x.

En general, obtenemos las secciones transversales de f como funciones de
y haciendo z = c en f(z,y). Las secciones son, por tanto, g.(y) = ¢ + 32,
ceR.

O

Ejercicio 5.1 Calcular las secciones transversales, primero fijando la varia-
ble x y después la variable g, del campo escalar f(z,y) = 22 — 3.

(Sol.: gy(z) = 22 — V%, g.(y) = —y?))

Otra manera de obtener informacién sobre una funciéon de dos variables es
por medio de las llamadas curvas de nivel, que corresponden a la curva
obtenida al cortar la grafica de z = f(z,y) por un plano horizontal de
ecuacién z = c. Por tanto, las curvas de nivel de f(z,y) son los subconjuntos
del dominio con ecuaciones de la forma:

flz,y) =c,

donde ¢ es un valor en Im(f). La idea de las curvas de nivel es un método
de representar superficies que utilizamos en la elaboracion de mapas. Para
representar terrenos montanosos es practica comuin dibujar curvas que unen
los puntos de la misma altura. Una coleccién de estas curvas, rotuladas de
forma adecuada, da una buena idea de las variaciones de altitud de una
region.

Ejemplo 5.3 Calculemos las curvas de nivel del campo escalar z =4—x—y
(cuya gréfica es un plano). Haciendo z = ¢

4—rz—y=c, ceR

obtenemos una familia de rectas paralelas tal y como se observa en la Fig. 5.2.
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v
>

=0 c=1 c¢=2 c=3

(a) Superficie (b) Curvas de nivel

Figura 5.2: Curvas de nivel de z =4 —z — y

Ejemplo 5.4 Analizemos ahora las curvas de nivel del campo escalar defi-
nido por z = 22 + y? (Fig. 5.3). Debemos estudiar las curvas de ecuacién

w2+y2:c, c>0.

c=9

=4

(a) Superficie (b) Curvas de nivel

Figura 5.3: Curvas de nivel de z = 22 + g2
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Hemos considerado que ¢ > 0 porque es imposible que z? 4 y? sea negativo.
Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen de coordenadas
y de radio y/c si ¢ > 0 y se reduce al origen de coordenadas si ¢ = 0.

Dibujar las gréaficas de las funciones de dos variables es en general una tarea
dificil. Dibujar la grafica de una funcion de tres variables es sencillamente
imposible. Para dibujarlas necesitariamos un espacio de cuatro dimensiones;
el propio dominio ha de ser una porcién del espacio tridimensional. Lo que
haremos es intentar representar el comportamiento de una funcién f(z,y, z)
de tres variables mediante las superficies de nivel de f que son una genera-
lizacion del concepto de curva de nivel visto anteriormente. Las superficies
de nivel de f(z,y, z) son los subconjuntos del dominio con ecuaciones de la
forma:s:

f(z,y,2) =c,

donde ¢ es un valor en Im(f).

Ejemplo 5.5 Consideremos el campo escalar f(z,y,2) = /22 + y2 + 22.
Sus superficies de nivel

P42 +22=2 ceR

son esferas concéntricas centradas en el origen de coordenadas; como se
muestran en la Fig. 5.4.

Figura 5.4: Superficies de nivel de 22 4 y? + 22
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Ejemplo 5.6 Si calculamos las superficies de nivel del campo escalar
f(x,y,2) = Az + By + C=

obtenemos las superficies de ecuacién Az + By + Cz = ¢, ¢ € R que son
planos paralelos.

Ejemplo 5.7 Vamos a calcular las superficies de nivel del campo escalar
definido como

.
g 2) Ty B @02 #0.02),
0 si (.I,y, Z) = (0, 0,0)

Para ello, observamos que sélo toma valores no negativos y que no esté defi-
nida en los puntos del eje z diferentes del origen. Teniendo en cuenta que f
solo se anula cuando z = 0, la superficie de nivel cuando ¢ = 0 es el plano xy.
Para encontrar las otras superficies de nivel, consideramos ¢ > 0 y hacemos
f(z,y, z) = c. Entonces

2|_T_| 5 = ¢ ybpor tanto |z’ = C(a?2 _|_y2)
x Y

que son paraboloides dobles de revolucién (Fig. 5.5).

|

Figura 5.5: Superficies de nivel de — 5
r°+y
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5.2. Funciones vectoriales

Una funcién f: D C R® — R™ con m > 1 se llama una funcion vectorial
de varias variables. Si n =m > 1, la funcién se llama campo vectorial.

Una funcion vectorial f: D C R" — R™ se puede estudiar de forma natural
por medio de m campos escalares

f: DcR* — R™
x = (fi(x), ..., fm(x))

sin mas que considerar las componentes del vector f(x). Estos campos es-
calares se llaman las funciones componentes de f. Por tanto, una funcién
vectorial no es méas que un vector de m funciones escalares:

f:(flan,---afm)

Queda claro, ademas, que el dominio de una funcién vectorial debe estar
contenido en la interseccion de los dominios de cada una de sus componentes.

Ejemplo 5.8 Si consideramos la funcién vectorial de R? en R? definida
como
f(z,y) = (2*> +y, sinz, —x +€),

las funciones componentes de f son:

filz,y) = 2*+y
fo(z,y) = sinz
fg(fl'f,y) = —33‘+€2

En el caso de campos vectoriales, ain es posible idear una representacion.
Para campos vectoriales en el plano (o en el espacio) a cada punto (z,y) del
dominio le corresponde el vector (u,v) = f(z,y); basta dibujar dicho vector
con origen en (x,y) para obtener una representacién grafica del campo. En
la figura siguiente, Fig. 5.6, se ha representado, con la ayuda de un programa
informatico, el campo vectorial

f(2,9) = (~—— ’

VErR VErr
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Figura 5.6: Campo vectorial

5.3. Limites y continuidad

Imaginemos que, en un futuro, los cientificos hallaran una férmula (funcién)
que proporcionara la temperatura ambiente en cada instante ¢ (medido en
segundos) en un punto de la Tierra de coordenadas (6, ¢) (latitud y longitud,
respectivamente). Dicha férmula podria expresarse en la forma

T = T(07 ¢7 t)

Entonces, podriamos predecir la temperatura ambiente en cualquier mo-
mento de cualquier dia del ano. Seria de esperar, entonces, que dos puntos
espaciales proximos entre si, tuvieran temperaturas parecidas en el mismo
instante o que el mismo lugar tuviera temperaturas préximas en instantes
cercanos. Mas aun, cabe esperar que la temperatura no fuese muy distinta
en lugares préximos en instantes cercanos (imagina el caos térmico si no
fuera asi). Este comportamiento de la funcién T'(0, ¢,t) es lo que llamare-
mos continutdad. Las funciones continuas no requieren grandes esfuerzos de
imaginacién; rigen la mayoria de los procesos fisicos y quimicos (pero no
todos!).

Antes de abordar el concepto de continuidad necesitamos introducir el de
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limite de una funcién que nos ayudara a entender el concepto de proximidad
entre valores.

5.3.1. Limites

La nocion de distancia se presenta en la geometria euclidea al medir las
longitudes de los segmentos que unen dos puntos cualesquiera del espacio.
A continuacién se definen las distancias, también llamadas métricas, con las
que trabajaremos usualmente.

» La aplicacién d(z,y) := |x — y|; x,y € R define una métrica sobre R,
que, salvo que se diga lo contrario, sera la métrica usual de R.

» Andlogamente la aplicacién d(z1,z22) := |z1 — 23], 21,22 € C, serd la
métrica usual de C.

» La métrica euclidea sobre R" sera la definida por

d(x,y) = (zj —y;)?

1

n
j:

donde x = (z1,x2,...,2,) €y = (Y1,Y2,- - -, Yn)-

» El mddulo o norma de un vector x = (x1,x2,...,T,) € R" se define
por

2= \Jad+ad+ ... a2
Por tanto, se verifica que d(x,y) = ||x — y]||.

Si los subconjuntos notables de R son los intervalos, sus equivalentes en R"
van a ser las bolas abiertas y bolas cerradas de centro a y radio » > 0,
definidas como

B.(a)={xeR" : d(x,a) <r}, Byaj={recR" : d(x,a) <r}

A continuacion, se define el didmetro de un conjunto A C R™, representado
por 0(A), como
6(A) =sup{d(x,y) : x,y € A}
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lo que permite definir el concepto de conjunto acotado como aquel cuyo
diametro es finito o, equivalentemente, como aquel que estd contenido en
una bola cerrada.

En el estudio de los limites, y de las funciones en general, es importante
conocer no solo el valor de la funcién en un punto sino cémo se comporta
dicha funcion en los puntos cercanos a él. Tiene sentido entonces definir
entorno de un punto x € R"™ como un subconjunto U de R" que contiene
una bola abierta centrada en x. También se dice que x es interior a U. Es
decir, un entorno de x contiene al punto x y a todos sus vecinos.

De especial interés son los llamados conjuntos abiertos definidos como los
subconjuntos de R™ que son entornos de todos sus puntos; es decir, con la
propiedad

A es un conjunto abierto de R" sii V x € A Jr > 0 tal que B,(a) C A.

Cabe notar, entonces, que un conjunto A es abierto si, y solamente si, todos
sus puntos son interiores.

También sera de interés conocer los puntos frontera de un conjunto A defini-
dos como aquellos que cumplen que cualquier bola centrada en ellos contiene
puntos del conjunto A y puntos de su complementario R \ A. El conjunto
de puntos frontera de A se denotara por JA.

Los conjuntos abiertos, por tanto, no contienen puntos frontera. Esta es la
ventaja esencial de los conjuntos abiertos; dado cualquier punto del conjunto
abierto podemos acercarnos a él desde cualquier direccién; es decir, todos
sus vecinos préximos estan también en el abierto. Esta propiedad facilita
muchas de las definiciones que veremos a lo largo de este tema, y también
de los siguientes, puesto que muchos conceptos estan definidos por limites
y estos dependen de que podamos acercarnos cuanto queramos al punto en
cuestion. Por este motivo, en las disquisiciones tedricas se suele exigir que
las funciones estén definidas en un abierto.

A continuacion se dard la definicién de limite para funciones de dos variables,
facilmente generalizable para funciones de mas variables. Esta definicién es,
a su vez, una generalizacion de lo que ocurre en funciones de una variable.

Definicién 5.3 Sea f : D C R? — R, con D un conjunto abierto y sea
(a,b) € R2. Se dice que A € R es el limite de f cuando (z,y) tiende a (a, b)
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si
Ve>036>0 /si(z,y) €Dy |(z,9) = (a,0)] <6 = |f(z,y) — A <e

y se denota por lim  f(z,y) = A
(z,y)—(a,b)

En resumen, la expresion anterior puede interpretarse diciendo que el limite
de f es A si cuando (x,y) estd cerca de (a,b) el valor de f(x,y) esta cerca
de \.

Ejemplo 5.9 Calcula el limite de f(z,y) = y* + 32y cuando (x,y) tiende
a (0,1).

Solucién: Dado que (x,y) tiende a (0, 1), esto significa que x estéd cerca de
0 e y estd cerca de 1, por lo que, intuitivamente, parece claro que f(x,y) =
y? + 3zy estard cerca de 12 4+ 3-0-1 = 1. Entonces, afirmamos que el limite
serd 1; es decir,

Iim (y?+3zy)=124+3-0-1=1
<m,y>ﬁ<o7l>( )

Cabe notar que, en realidad, lo hecho anteriormente equivale a substituir x
por 0 e y por 1 y evaluar f(z,y).

Nota: El procedimiento visto en el ejemplo anterior (substituir x por 0 e
y por 1 y evaluar f(z,y)) puede funcionar en muchos casos sencillos pero no
equivale siempre al calculo del limite correcto. Igual que sucede en el calculo
de limites de funciones de una variable, la mayor dificultad se presenta cuan-
do al efectuar estas operaciones el resultado es una de las indeterminaciones
tipicas del calculo de limites. Para resolverlas se utilizan técnicas especiales
que no abordaremos en este curso.

A pesar de esto, conviene conocer algunos resultados que pueden ayudarnos
a calcular ciertos limites.

Teorema 5.4 (Criterio del Sandwich) Sean f,g,h: D CR" — R ve-
rificando que
9(x) < f(x) < h(x) VxeD
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y sea a € R™. Si lim g(x) = lim h(x) = A , entonces
X—a X—a

lim f(x) = A

X—a

Teorema 5.5 Sean f,g : D C R® — R y sea a € R", verificando que
lim f(x) =0y g(x) es una funcién acotada en D. Entonces,
X—a

lim (f(x)g(x)) = 0

X—a

El siguiente resultado relaciona el limite de funciones y el limite de sucesio-
nes; aunque las sucesiones que aparecen aqui estan formadas por vectores
de R™.

Teorema 5.6 Sea f(x) una funcién definida en un entorno de xg. Entonces,

el lim f(x) existe y vale L si, y sélo si, para toda sucesién {xj} que converge
X—XQ

a Xq, siendo Xi # Xq, para todo k; se cumple que

1f =L
(I 00

El siguiente ejemplo nos muestra el interés de este teorema: sirve para de-
mostrar que ciertos limites no existen.

1
Ejemplo 5.10 Calcula el lim sin (—)
z—0 T

Solucioén: Vamos a ver que este limite no existe. Por el Teorema 5.6, basta
encontrar dos sucesiones {a,} y {b,} que converjan a 0 y que cumplan

1 1
lim sin (—) # lim sin (—)
n an n by,

Aprovecharemos, para ello, las propiedades de periodicidad de la funcién
seno. Sean, para cada n,

1 b 1
an_mr Y n_%—i—er

Entonces, es claro que ambas convergen a 0 y, al evaluar la funcién

1
sin (—) = sin(nm) =0, para todon

Qn
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1
por lo que lim sin (—) = 0; mientras que
Qn
) 1 . T LT
sin [ — | =sin(= +2n7) =sin- =1, paratodon
bn 2 2

1
por lo que lim sin (—> =1, tal y como se queria demostrar.
n

1
En la Fig. 5.7 se ha representado la grafica de la funcion sin <—>
x

1
Figura 5.7: Gréfica de sin(—)
T

Como puede observarse la funcién oscila entre —1 y 1 al acercarse a x = 0;
por lo que toma todos los valores posibles del intervalo [—1,1].

1
Ejercicio 5.2 Demuestra que no existe  lfim  sin ( ——— |. (H: Con-
(2,y)—(0,0) =ty

sidera sucesiones en R? de la forma (a,,0) y (bs,0))

5
Ejemplo 5.11 Calcula el valor de lim zysin| ———=.
Jemp w)o00) (m2+y2)

Solucion: Si intentamos resolver este limite siguiendo el procedimiento del
Ejemplo 5.9, encontramos una dificultad que antes no aparecia. Las variables
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x e y estan ambas cerca de 0, por lo que el factor xy estara cercano a 0.
Sin embargo, el valor de la expresion 3325Ty2 tiende a infinito, al estar el
denominador cercano a 0 y el seno de esta expresién no se acerca a ningin
valor concreto, por lo que la técnica de substituir x e y por 0 no es aplicable
en este caso.

No obstante, si es cierto que, independientemente, del valor de = e y la
funcién sin (m.ZE)Ty2> se encuentra acotada (en valor absoluto) por 1; por lo
que podemos aplicar el Teorema 5.5 y deducir que

lim Ty sin (L> =0
w00y~ \a? + 4P

s

-~

acotada

Para el caso de funciones vectoriales, las funciones componentes permiten
reducir el estudio de limites al estudio de campos escalares.

Definicién 5.7 Sif: D C R” — R™ es una funcion vectorial con compo-
nentes f = (f1, f2,..., fm), diremos que

lim f(X) = (ll, ZQ, ey lm)

X—a
si

lim f;(x) =1; para i=1,2,..., m.
X—a

5.3.2. Funciones continuas
El concepto de continuidad se define, de nuevo, como una generalizacién del
caso de funciones de una variable.

Definicién 5.8 Sean f : D C R® — R y xg € D. Diremos que f es
continua en xg si

Ve>030>0/six € Dyd(x,x9) <d = |f(x) — f(x0)] <€

Si f es continua en cada punto xg € D, diremos que f es continua en D y
lo escribiremos f € C(D)
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Una funcion vectorial f: D C R — R™ es continua en un punto x5 € R"
si todas sus funciones componentes son continuas en Xg.

Ejemplo 5.12 Consideremos la proyeccién m; : R® — R con 1 < j < n,
definida por
(T, 22, ..., Tn) =

Sean x = (z1,%2,...,%y), X0 = (a1,a2,...,a,) y € > 0. Tomando § = ¢, se
cumple que si d(x, %) < d, entonces al ser

]xj—aj|:,/|xj—aj\2<\/]xl—a1]2+...+\xj—aj\2+...+|:rn—an\2

y como

d(x,%x0) = \/|x1 —a1P 4. e T — a2 <9
concluimos de las dos condiciones anteriores que |z; — a;| < J; es decir,
|Tj(x1, T2, ..., xn) —Wj(a1,a2,...,an)] = |zj —aj]| < I =€

y como este razonamiento es valido para cualquier xg € R™, concluimos que
las proyecciones m; son continuas en R" para j =1,2,...,n.

Incluso en casos sencillos como el del ejemplo anterior el estudio de la con-
tinuidad de una funcién a partir de la definiciéon puede ser bastante dificil.
Afortunadamente, al igual que sucede en el caso de funciones de una variable,
la definicién de continuidad es totalmente andloga a la de limite tomando
A = f(x0), por lo que el estudio de la continuidad se reduce al estudio de
limites.

Teorema 5.9 f es continua en un punto xg si se satisfacen las siguientes
condiciones:

a) f estd definida en xg.

b) Existe lim f(x)=1.

X—X(

c) f(xo0) =1L.

Como consecuencia, es facil deducir las propiedades de las funciones conti-
nuas, totalmente analogas a las de los limites.
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Teorema 5.10 (Algebra de funciones continuas) Si las funciones f y
g son continuas en xg € D, también lo son

» la suma f 4 g y el producto por un escalar af,Va € R;

= el producto f - g y el cociente i, siempre y cuando g(xq) # 0;
g

Ademads, la composicién de funciones continuas es continua:

f: D CR" — R"™ continua en xg € D

: f ti
g: B CR™ — RP continua en f(x¢) € B } = goles continua en Xo

Las funciones matematicas elementales son continuas en su dominio de de-
finicién. Esto, junto con el hecho de que la composiciéon de funciones con-
tinuas es continua, permite razonar la continuidad de numerosas funciones.
Por ejemplo,

Ejemplo 5.13 f(z,y, 2) = 2%yz — 22 + 332? — 8 es continua en R3 por ser
productos y sumas de funciones continuas. De hecho podemos escribir f en
funcién de las proyecciones ;.

f=(m)? my-m3— (m1)? + (m2) - (m3)% — 8

Podemos generalizar este resultado diciendo que toda funcién polinémica de
n-variables es continua en R" por ser producto y sumas de proyecciones.

Ejemplo 5.14 Razona la continuidad de la funcién f(z,y) = sin(zy) en su
dominio.

Solucion: La estrategia consiste en razonar la continuidad de las diversas
funciones que componen la funcién f. Se sabe que la funcién g(z,y) =
zy es continua en R? por ser una funcién polinémica. La funcién f es la
composiciéon de esta funcién g y la funcién elemental seno (que son ambas
continuas), por lo que la funcién f es continua.

Ejemplo 5.15 Razona la continuidad de la funcién f(z,y) = % en su
dominio.
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Solucién: Se sabe que la funciones zy y x? + y? son continuas en R? por
ser funciones polinémicas. La funcién f es el cociente de ambas, por lo que
la funcién f es continua en todos los puntos en los que el denominador no
se anula (que es, precisamente, su dominio).

Ejercicio 5.3 Razona la continuidad de las funciones siguientes en su do-
minio:

1. f(z,y) = 2%y — 32> + 2

2. g(x,y) = Vy? + 22y — 2wy — 223

3. h(z,y) = x log (1+ Va2 +y?+ ‘%D

Ejercicio 5.4 Halla el dominio y razona la continuidad en €l de las funcio-
nes:

(a) f(x,y) = (2%y — 1, sinay, 0)
(b) £(w,y) = (log(1 + 22 +42), VT @ + ) )

(Sol.: (a) D =R?; (b) D = {(x,y) € R? : 2%+ y? < 1} (disco unidad) )

5.4. Problemas adicionales

Ejercicio 5.5 Sabiendo que 1 — m23y2 arCtiz(xy) < 1; jqué puedes decir
sobre el valor de lfm g, ) (0,0) %2(”)? (H: Aplica el Teorema 5.4)

(Sol.: 1)

1
Ejercicio 5.6 ;Qué puedes decir sobre el valor de lim ysin (—) 7 (H:
(z,y)—(0,0) T
Aplica el Teorema 5.5)

(Sol.: 0)

Ejercicio 5.7 Si f(x) es una funcién continua en xg y g(x) es una funcién
discontinua en xg, jqué sucede con la suma f(x) + g(x)? (H: Aplica el
Teorema 5.10)
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Ejercicio 5.8 Si lim f(x,y) = L, ;es cierto que existe el valor
(zvy)_’(x(byo)
f(xo,y0)? Razona la respuesta.

1:2—1—

Ejercicio 5.9 Halla el dominio de f(x,y) = y razona su continui-

dad.

€r —

(Sol.: D = {(z,y) € R? : z#y})

2
Ejercicio 5.10 Halla el dominio de f(z,y) = zysin (—) y razona su
Yy

continuidad.

(Sol.: D = {(z,y) € R? : xy #0} )

Ejercicio 5.11 Halla el dominio de f(z,y,z) = In(2? + y* + |2|) y razona
su continuidad.

(Sol.: D =R3\ {(0,0,0)})

Ejercicio 5.12 Razona la continuidad de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) =log(l+ 2%+ y?)

(b) f(z,y) =log (|2 — zy + sin(zy) — log(z + y)])
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Tema 6

Funciones diferenciables

Se sabe que la derivada 3’ de una funcién de una variable, y = f(x), puede
interpretarse como la tasa de variacion de la variable y respecto de la variable
x (es por eso que, frecuentemente, para remarcar este hecho, se utiliza la
notacién g—g para representar dicha derivada).

Supongamos que tenemos, ahora, una funcién de dos variables. Por ejemplo,
la presiéon de un gas ideal como funcién del volumen y la temperatura del

gas puede expresarse:

cT
P=—
Vv

donde ¢ es una constante. Si estamos interesados en conocer cémo varia la
presion en funcién del volumen, a temperatura constante Ty, parece légico
calcular la derivada de P respecto de V suponiendo constante la tempera-
tura, es decir, calcular la derivada de la seccién transversal de la funcién
P=f(V,T)=< para T = T.

En este tema se vera que este procedimiento intuitivo es perfectamente vali-
do y que esta derivacion parcital permitird obtener un mejor conocimiento
de las funciones de varias variables.

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 120

Calculo - UJI



6.1. Derivadas parciales

La derivada de una funcién de una variable, f(z), en un punto xy se define

CO1mo h
f,(x()) — fllfi)l%) f(x() + })L_ f(.’l?(])

y dicho valor, si existe, representa la pendiente de la recta tangente a la
curva y = f(x) en el punto (zg, f(zo)). Como ya se ha dicho antes, también
se utiliza la notacién %(wo).

De forma similar, las derivadas parciales de una funcién f(x,y) se definen
formalmente como limites:

Definicién 6.1 Si f es un campo escalar de dos variables, las derivadas
parciales de f en un punto (zg,yo) estan definidas como

0 h _
8—£(:c0, yo) = lim flwo + ’yof)z f(zo,y0)
9 f(zo,y0 + ) — f(x0,%0)

—\Xo,Yo) — lim
8y( ,Y0) = lim h
si estos limites tienen sentido y existen. Observa que puede ocurrir que soélo
exista una de las derivadas parciales o ambas o ninguna. También se suele

utilizar la notacién f;(zo,y0) = §E (0, v0) ¥ f(x0,50) = G (w0, 90)-

La derivada parcial en un punto (xg,¥p) es un nimero real. Cuando las
derivadas parciales pueden calcularse en puntos genéricos (x,y) entonces es-
tamos definiendo una nueva funcién escalar, que se llama funcion derivada
parcial y que seguimos denotando por %(x, Y) (2—5(:5, y), respectivamente).
En ocasiones, prescindiremos del punto genérico y escribiremos, simplemen-
te, % (g—i, respectivamente). Esta derivada parcial coincide con una deri-
vacién ordinaria (respecto de una variable). Para verlo, considera la seccién
transversal de f(x,y) para y = yo; es decir, la funcién f(z,yo). Esta funcién
solo depende de la variable x y podemos calcular la derivada de esta funcién

en xg, obteniendo:

d h, — , 0
@f(fﬁ,yo)‘ = hl’g(l) floot yo})l flwo,g0) _ 8—£(f€0>y0)

Tr = X0

es decir, que la derivada parcial de f respecto de z es la derivada de la
seccién transversal de f correspondiente. Por tanto, la derivada parcial puede
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calcularse con las reglas de derivacién ordinarias, suponiendo constante la
variable y.

Andlogamente, la derivada parcial de f respecto de y es la derivada de la
seccién transversal de f para x = xg . Por tanto, la derivada parcial puede
calcularse suponiendo constante la variable x.

Ejemplo 6.1 Si f(z,y) = 5x%y — sin(x + y), podemos diferenciar f con
respecto a x, considerando y como una constante, y obtenemos

of

—(x,y) = 102y — cos(x + vy) .

) y (z +y)
De manera similar, si consideramos que x es constante y derivamos respecto
a 1y, obtenemos una funcion,

of 2
dy (x,y) = bz” — cos(z +y) .

Ejemplo 6.2 Calcula las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = 27y —
e’ Y.

Solucion: En este caso podemos calcular las derivadas parciales en cualquier
punto (x,y) por el procedimiento de suponer constante una de las variables.

Asi pues,
of

o () = 7%y — ey
L) = e

Ejercicio 6.1 Calcula las derivadas parciales de f(z,y) = x arctan(zy).

0 0 2
(Sol.: a—i(a:,y) = % + arctan(zy); a—i(x,y) = 1_;;—2312 )

Ejercicio 6.2 Calcula las derivadas parciales de f(z,y) = 23

(Sol.: %(:ﬁ,y) = (23 + 32?) e® — cos y; g—g(aj,y) =xsiny )

e’ —x cosy.

Igual que sucede en el caso de una variable, hay ocasiones en que, teniendo
en cuenta la definicién de la funcién, no podemos calcular las derivadas
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parciales derivando respecto de una variable y debemos calcularla aplicando
la definicién, es decir, calculando los limites de la Definicién 6.1. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3 Estudia la existencia, y calcula en su caso, las derivadas par-
ciales en el origen de la funcién

Solucion: A diferencia del ejemplo anterior, en este caso no podemos derivar

directamente la expresion x sin 5 para obtener las derivadas parciales

x2 +

en el origen porque dicha expresion no esta definida en el origen. No tenemos
mas remedio que aplicar la definicién de derivada parcial para calcular las
derivadas parciales buscadas. Comenzaremos con la derivada parcial respec-
to a la variable x:

o1
of . f0+h0)—f0,0) hsingg
g (0 0) = lim 2 = Jim — 7 = limsin 5.

Ahora bien, este tltimo limite no existe (jpor qué?) y, por tanto, no existe
0

—f(O, 0).

ox

Calculamos ahora la derivada parcial respecto a la variable y:
o1
of £(0,0+ h) = £(0,0) O e

_ :]_/ :1/ :]_/ =
ay(o’o) B h o h hlg(l)(o) 0

Ejercicio 6.3 Calcula las derivadas parciales en el origen de la funcién

2+
sorg) = w5 @0 F 00
0 si (x,y) = (0,0)

(Sol.: No existen. )
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Ejercicio 6.4 Calcula las derivadas parciales en el origen de la funcién

N 20
rYysin — Sl
m(mvy): i Yy Y
0 siy=20

(Sol.: 5£(0,0) = §L(0,00=0)

Analizaremos a continuacién la intrepretacion geométrica de las derivadas
parciales. Considera la superficie de la Fig. 6.1.

seccion Ya

Figura 6.1: Interpretacion geométrica de la derivada parcial

Hemos cortado la superficie z = f(x,y) con el plano y = yo paralelo al plano
xz. El plano y = yg corta la superficie en una curva, la seccién transversal
yo de la superficie, es decir, f(x,y0), que es la grafica de la funcién

9(x) = f(z,y0)
y, por tanto,
0
g'(x0) = 8—£(ffo,yo);

es decir, % (20, yo) es la pendiente de la seccién transversal yg de la superficie
z = f(x,y) en el punto P(xo, yo, f(z0,Y0))-

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 124

Calculo - UJI



. ) :
De manera similar se puede razonar que 6—5(1;0, Yo) es la pendiente de la sec-

cién transversal x( de la superficie z = f(x,y) en el punto P(xg, yo, f(z0, y0))-

De forma andloga es posible definir las derivadas parciales para funciones de
tres o mas variables, con la salvedad de que aumenta el niimero de derivadas
parciales a calcular (tantas como variables). Asi, si tenemos ahora un campo
escalar de tres variables, podemos considerar tres derivadas parciales, g—i,
of of

oy’ 0z°

Definicién 6.2 Si f es un campo escalar de tres variables, las derivadas
parciales de f en un punto (xg, Yo, z0) son definidas como

4 h _
f(xoayo,zo) = }Llir(l) J o + ’yo’zof)b f (0, Y0, 20)

f(zo,y0 + h, 20) — f(z0, Yo, 20)

ox

0 ,
a—f(xo Y0, 20) = ,{Hﬂ
0

f(xo0,10, 20 + h) — f(z0,%0, 20)
az (JUO,?JO,ZO) - hi% L

si estos limites tienen sentido y existen.

Ejemplo 6.4 Calcula las derivadas parciales de f(z,y,2) = 2%y — yz°.

Solucion: Suponiendo que y y z son constantes y derivando respecto a x,
obtenemos
of

%(xo,yo,zo) = 2xy.

De forma similar tenemos:

of = (0,0, 20) = a? — 20
oy
0
0z

= (0, Y0, 20) = —3y2>
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6.1.1. La diferencial

En esta seccion generalizaremos el concepto de diferenciabilidad de funciones
de una variable a campos escalares. Las derivadas parciales por si mismo no
cumplen este objetivo porque nada mas reflejan el comportamiento de la
funcién en algunas direcciones particulares (las direcciones de los ejes de
coordenadas).

Definicién 6.3 Se dice que un campo escalar f: D C R — R, con D un
conjunto abierto, es diferenciable en xy € D si existe un vector y € R" tal
que

f(x+h) ~ f(x) = y'h + o(h)

donde o(h) es una funcién que satisface la condicién

o(h)
lim =
h—o0 ||h||

Cabe senalar que el vector y depende de xg. No es muy dificil demostrar las
dos propiedades siguientes:

(1) Si f es un campo escalar diferenciable en x = x¢, entonces el vector y
es tnico.

(2) Si f es un campo escalar diferenciable en xg, entonces f es continuo en
XQ-

El vector y que aparece en la Definiciéon 6.3 recibe el nombre de gradiente de
f en el punto xg y lo denotaremos por V f(xg) (en algunos textos también
se usa la notacién grad (f) para denotar el gradiente de f).

Como veremos posteriormente, el gradiente juega un papel importante en las
aplicaciones del cédlculo diferencial de campos escalares. Légicamente, calcu-
larlo utilizando la definicién de funcién diferenciable suele ser complicado.
El siguiente resultado nos proporciona una forma alternativa de calcularlo
que es la que usualmente utilizaremos.

Teorema 6.4 (a) Si f es un campo escalar de n variables, diferenciable en
el punto xg, entonces

Y (x0) = (%<XO>, oL s a%(xw)
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(b) Si f es un campo escalar que tiene derivadas parciales continuas en el
punto xXg, entonces f es diferenciable en xg.

Es importante darse cuenta de que el gradiente define un campo vectorial: si
f es diferenciable en todos los puntos de un subconjunto D de R", entonces
queda definido el campo vectorial Vf: D C R" — R".

Una consecuencia importante del Teorema 6.4 es que el calculo del gradiente
se reduce al calculo de derivadas parciales.

Ejemplo 6.5 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y) = ze¥ —ye”.

Solucién: Las derivadas parciales de f son:

8f Ay x 8_f _ Y _ AT
8$($7y)_e ye) 8y($7y)_'re €

Las derivadas parciales son continuas en todo R? al ser producto y suma de
funciones continuas. Por tanto, la funcion f es diferenciable. El gradiente es
el campo vectorial definido como

Vi(x,y) = (e —ye")i+ (ve¥ —e")j

Ejercicio 6.5 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y, z) = xsin(my)+
ycos(mz). Calcula Vf(0,1,2).

(Sol.: Vf(x,y,z) = (sin(my), mx cos(mwy) + cos(mz), —my sin(nz)),
Vf(0,1,2) =(0,1,0) )

Ejercicio 6.6 Calcula el gradiente del campo escalar f(x,y) = 22> — 32y +
432 en el punto (2, 3).

(Sol.: Vf(2,3) =(—1,18) )
Ejercicio 6.7 Calcula el gradiente del campo escalar f(z,y) = 2z(x —y)~!
en el punto (3,1).

1
(Sol: Vf(3,1) = —5i+ gj )
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Si volvemos a la Definicion 6.3, se llama diferencial de f a la expresiéon y-h
que alli aparece. Como y = V f(xg) podemos escribir la diferencial como
of of of

8—M(X0)'h1+a—m(xo)'h2+---+ I

(x0) * Iy

Entonces, asi como las derivadas parciales representan la tasa de variacién
de la funcién f respecto de una de las variables; la diferencial puede interpre-
tarse como la tasa de variacion total de una funcién, respecto de cada una
de sus variables. En efecto, como los valores h; representan el incremento de
las variables z;, podemos reemplazarlos por la notacién Ax; y, entonces,

Af = f(x+ Ax) — f(x) = Vf(x) - Ax + o(Ax)

de donde Af A (A )
X 0] X

= Vi) +
1ax ~ V) Tax T A

y al tomar limites cuando ||Ax|| — 0 se tiene

df (x) = V f(x) - dx

Por ejemplo, si H = f(x,y, z) entonces,

_of of of
dH = axdx—{— aydy—{— aZdz

donde cada diferencial, dx, dy y dz, representa las variacién total de las
variables x, y y z, respectivamente.

Ejemplo 6.6 La fuerza de atraccién gravitatoria entre dos cuerpos de ma-
sas M y m separados a una distancia R, viene dada por la férmula:

M -m
R2
donde G es la constante de gravitacién universal. Si la masa de uno de los
cuerpos, M, aumenta un 3 % mientras que la otra masa, m, aumenta un 2 %

y la distancia, R, que los separa también aumenta un 3 %; estima el cambio
en la fuerza F.

F=G

Solucion: Sabemos que:

oF oF oF
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Como conocemos los cambios relativos (porcentajes), vamos a calcular tam-
bién el cambio relativo en F. Asi, dividiendo lo anterior por F":

OF oF OF
F F F F
_ SdM Sldm  —29RMdR
CoMe ey ey
dM  dm  2dR
= — 4+ — - =0,03+0,02-2-0,03=-0,01
M + m R Y + Y Y Y

Por lo que el cambio en I’ es de una disminucién del 1 %.

Ejercicio 6.8 La defleccién y, en el centro de una placa circular suspendida
por el borde y uniformemente cargada viene dada por

K wd*
= —3
donde w =carga total, d =didmetro de la placa, ¢t = amplitud y K es una

constante. Calcula el cambio aproximado en el porcentaje de y si se aumenta
w en un 3 %, se disminuye d en un 2% y se aumenta ¢ en un 4 %.

(Sol.: 17% )

Y

Ejercicio 6.9 Si se mezclan z moléculas-gramo de acido sulftrico con y de
agua, el calor liberado viene dado por la féormula

1.786xy
Fla,y) = — 2" .
(@) = 17080 1y <

Si partimos de 5 moléculas-gramo de acido y 4 de agua y se aumentan,
respectivamente, a 5.01 y 4.04, ;cuanto calor adicional se genera?

(Sol.: 0.02 cal. )

Ejercicio 6.10 Segun la ley de Pouseuille, la resistencia al flujo de sangre
que ofrece un vaso sanguineo cilindrico de radio r y longitud z es

donde ¢ es una constante. Estimar la variacion porcentual de R cuando x
aumenta un 3% y r decrece un 2 %.

(Sol.: R aumenta un 11% )
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6.1.2. Planos tangentes

Supongamos una superficie de ecuacién z = f(x,y), con f una funcién dife-
renciable en un punto (zg,y0). Sabemos que existen las derivadas parciales
%(mo, Yo) ¥ g—z(a:o, Yo) v que representan las pendientes de las rectas tangen-
tes a las secciones transversales para y = yp y para x = xg, respectivamente.
Estas secciones transversales son curvas sobre la superficie z = f(x,y) que
pasan por el punto Py(xo,yo,20), donde zg = f(x0,y0) (véase la Fig. 5.1);
por lo que se define el plano tangente a la superficie en (xg, Yo, 20) como el
plano que contiene a las dos rectas tangentes mencionadas. Puesto que la
interseccion de este plano con los planos verticales x = x¢ e y = yo deben ser
las rectas tangentes descritas, se puede deducir que una ecuacién del plano
tangente vendra dada por

of

Z— 29 = %(cco,yo)(m - 330) + g—g(«%’oayo)(y - ZUO)

Por otra parte, veremos en la seccion siguiente que cualquier otra curva en
la superficie z = f(x,y) que pase por el punto Py cumplird que su recta
tangente estd en este plano, lo que justifica el término plano tangente.

Ejemplo 6.7 Calcula la ecuacion del plano tangente a la grafica de la fun-
cion f(z,y) = €™ en el punto (1,0,1).

Solucion: Segin hemos visto, la ecuacién del plano tangente es

2 — 20 = %(l‘o,yo)(fﬂ —x0) + g—zjj(»fo,yo)(y — %)

Basta calcular las derivadas parciales:

of

—(1,0) = ye" =0
Ox ‘m:LyZO
8—f(l,O) = xe’”y‘ =1
8y z=1,y=0
por lo que, la ecuacién es
0 0
cm1=Za0e-1+Za,0w-o
ox oy
—— ——

0 1
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es decir, z =1+ y.

Ejercicio 6.11 Calcula la ecuacién del plano tangente a la grafica de la
funcién f(z,y) = xe® en el punto (1,0, 1).

(Sol.: z=xz+y )

Si observamos, de nuevo, la Definiciéon 6.3, obteniamos

) = 1(0,90) + 2 (ao.0) (& = 20) + 5L 0, 0) (o) ()

(. J

L(»:r;y)

siendo ahora h = (z — 9,y — yo), que puede interpretarse como que la
funcién L(x,y) aproxima a f(x,y) para h suficientemente pequeno. Pero la
grafica de z = L(z,y) no es mas que el plano tangente, por lo que acabamos
de probar que si una funcién es diferenciable en un punto (g, yo), entonces
el plano tangente es una aproximacién a la gréfica de la funcién f(z,y) en
el punto de tangencia.

Ejemplo 6.8 Utiliza el Ejemplo 6.7 para calcular un valor aproximado de
f(1.1,-0.1) siendo f(x,y) = ™.

Solucién: Dado que el plano tangente era z = 1+y entonces, f(z,y) ~ 14y
para puntos cercanos a (1,0), por lo que

F(1.1,-0.1) ~1—0.1 = 0.9

(e~ ~ 0.895834135)

Cuando las superficies vienen dadas en la forma f(z,y, z) = 0y no es posible,
o bien resulta muy complicado, despejar z en funcién de z e y, podemos
aplicar el siguiente resultado para calcular el plano tangente.

Teorema 6.5 En cada uno de los puntos del dominio de f en los que
Vf # 0, el vector gradiente V f es perpendicular a las curvas de nivel de f
que pasan por el punto, si f es un campo escalar de dos variables, y a las
superficies de nivel que pasan por el punto, si f es un campo escalar de tres
variables.
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Ejemplo 6.9 Para la funcién f(x,y) = 2? 4+ y? las curvas de nivel son
circunferencias concéntricas

z? + y2 =c.
En cada uno de los puntos (z,y)) # (0,0), el vector gradiente
Vi(z,y) = 2ui+ 2yj

es perpendicular a las circunferencias anteriores (ver Fig. 6.2). En el origen,
la curva de nivel se reduce a un punto y el gradiente es simplemente el vector

(0,0)

3+
2+

V(=1 ) Vfzim)
1+ /'

1 1 1 1 ' 1 : :
-4 3 2 ! 1 7 ? 4
_l -

=1
_2 -

c=4
3 _C=9 Vf{$3 3 _yg)
_4 -

Figura 6.2: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel

Veremos ahora la aplicacion del Teorema 6.5 a curvas con ecuaciones de
la forma f(z,y) = ¢ para calcular rectas tangentes y rectas normales (per-
pendiculares). Después lo aplicaremos de forma similar al caso de superficies
para calcular planos tangentes. Teniendo en cuenta dicho teorema, si (g, yo)
es un punto de la curva de nivel C, V f(zg, y0) es un vector normal a la curva
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C' en el punto (zg,yo). Por tanto, la recta que pasa por (zg, yo) y tiene como
vector director el vector perpendicular a V f(xg, yo) es la recta tangente. Por
tanto, un punto (x,y) esta en la recta tangente si verifica la igualdad

(.',U —20,Y — yO)'vf(x()a ?JO) =0.

Ejemplo 6.10 Encuentra un vector normal y un vector tangente a la curva
del plano de ecuacién z? 4+ 2y® = 2y + 4 en el punto (2,1). Encuentra,
ademas, las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva
en el punto (2,1).

Solucién: La idea consiste en expresar la ecuacién de la curva como una
curva de nivel y asi poder aplicar el Teorema 6.5. Para ello basta observar
que podemos escribir la ecuacion como

x2+2y3—xy:4

y, entonces, llamando f(z,y) = x? + 2y> — xy, la curva es precisamente
la curva de nivel C' := f(z,y) = 4. Notemos, ademds, que el punto (2,1)
pertenece a C. El gradiente de f es

Vi(z,y) = 2z —y)i+ (6y° — x)j

y, por tanto, el gradiente V f((2,1), es un vector normal a la curva en el
punto (2,1). Dicho gradiente vale

VF(2,1) = 3i + 4

Conocemos por tanto un punto de la recta normal buscada (debe pasar por
el punto (2, 1)) y un vector director V f(2,1). La ecuacién de la recta normal
es:

4 5
es decir, y = ggc - =

3

Encontremos ahora la ecuacién de la recta tangente. Si (z,y) es un punto de
la recta tangente, el vector (z — 2,y — 1) es un vector tangente y, por tanto,

Vi2,1) - (z—2,y—1)=0

es decir, la recta tangente tiene por ecuacién 3x 4+ 4y — 10 = 0.
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Apliquemos ahora el Teorema 6.5 al caso de superficies. En este caso, la pro-
piedad nos dice que el plano tangente a una superficie dada por la ecuacién
f(z,y,z) = cen el punto xg = (g, Yo, 20) es el plano que pasa por (xo, Yo, 20)
con vector normal V f(xg). Por tanto, un punto x esta en el plano tangente
en el punto xg si, y sélo si,

Vf(xo)-(x —x0) =0
que es la ecuacién del plano tangente (ver Fig. 6.3). En forma implicita:

of of of

Iz (x0, Yo, 20) (z — xo)+a—y (20,0, 20) (y — yo)+$ (w0, Y0, 20) (2 — 20) = 0

Vf(xn’ Yo.Z)

Figura 6.3: Plano tangente

Si ahora queremos calcular la recta normal a la superficie en el punto xg
sélo hemos de tener en cuenta que un vector director es el vector V f(x)
que es perpendicular a la superficie en el punto xg. La ecuacion continua de

la recta normal es

r—To  Y—Y _ 2—Z20
of -~ af -~ af
e (x0) dy (%0) 5 (x0)
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Ejemplo 6.11 Encuentra la ecuacion del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie de ecuacion xy + yz + zx = 11 en el punto (1,2,3) .

Solucion: Como antes, la estrategia es expresar la ecuacion de la superficie
como una superficie de nivel. En este caso, basta observar que la ecuacién
dada puede escribirse como f(x,y, z) = 11 para el campo escalar f(x,y,z) =
xy + yz + zx. Tenemos que Vf(1,2,3) = (5,4,3), debe ser perpendicular
a la superficie de nivel y, por tanto, perpendicular al plano tangente a esa
superficie, de donde la ecuacién del plano tangente es

5x—1)+4(y—2)+3(z—3)=0,
que simplificada es 5x + 4y + 3z — 22 = 0. La ecuacion de la recta normal es:

r—1 y—-2 =z2-3

5) 4 3

Ejercicio 6.12 Encuentra la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta
normal a la curva 2% + xy + y* = 3 en P(—1,-1).

(Sol.: recta tangente: x + y + 2 = 0, recta normal: x —y =0 )

Ejercicio 6.13 Encuentra la ecuacién de la recta tangente y de la recta
normal a 223 — 2%y? =3z —y — 7 en P(1,—2).

(Sol.: recta tangente: x —y — 3 =0, recta normal: z +y+1=0)
Ejercicio 6.14 Encuentra la ecuacién del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie z = (932 + y2)2 en P(1,1,4).

-1 -1 -4
(Sol.: plano: 8z + 8y — z — 12 = 0, recta: * g = i _ = )

Ejercicio 6.15 Encuentra la ecuacion del plano tangente y de la recta nor-
mal a zy? + 222 = 12 en P(1,2,2).

z—2
2 )

(Sol.: plano: x +y + 2z =T, recta: t — 1 =y — 2 =
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6.1.3. Matriz Jacobiana

Una funcién vectorial f = (f1, fo, ..., fin) de n variables se dira diferenciable
en un punto X de su dominio cuando cada componente f; lo sea. Por lo
. - : : Of;
visto antes, deben existir todas las derivadas parciales %(xo). Entonces,
T
se llama matriz jacobiana a la matriz (m x n)
Oh 0K ... 9K
ox1 O0xo Oxn
92 Of2 ... Of2
Jf(X()) _ ox1 Oxo OTn
Ofm  Ofm ., Ofm
Ozr1  Oxa Oxy,

donde todas las derivadas parciales estan evaluadas en el punto xg. Observa
que en cada fila j se encuentra el gradiente de la componente f;.

Ejemplo 6.12 Calcula la matriz jacobiana del campo f(z,y) = (2y, z+y?).

Solucion: Solo debemos calcular las derivadas parciales de cada componen-

te. Asi pues,
_ (¥ Z

6.2. Derivadas direccionales

Las derivadas parciales son derivadas en la direccién de los ejes de coor-
denadas. La definicién de derivada parcial se puede generalizar a cualquier
direccion definida por un vector u diferente de cero. Recordemos que un
vector unitario es un vector de norma uno.

Definicion 6.6 Para cada vector unitario u, el limite

/ Y f(x+hu)_f(XO)
fu(XO) - }ILE% h

si tiene sentido y existe, se denomina derivada direccional de f en xg en la
direccién u.
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Como ya sabemos, las derivadas parciales de f representan las tasas de
variacién de f en las direcciones de los ejes de coordenadas i, j y k. La
derivada direccional f}, proporciona la tasa de variacién de f en la direccién
de u.

En la Fig. 6.4 se muestra la interpretacion geométrica de la derivada direc-
cional de una funcién de dos variables. Fijemos un punto (z,y) en el plano
xy,y sea C la curva interseccién de la superficie z = f(z,y) y el plano s que
contiene el vector u y es perpendicular al plano xy. Entonces f (z,y) es la
pendiente de la recta tangente T" a la curva C' en el punto (z,y, f(x,y)).

{34,y T )
-

Figura 6.4: Interpretacion geométrica de la derivada direccional

Nota: La definiciéon de derivada direccional en la direccién u requiere que
el vector u sea unitario. No obstante, podemos extender la definicién a vec-
tores arbitrarios no nulos: la derivada direccional de f en x en la direccién

)%
[Iwl|

de un vector no nulo w es f} (x) donde u = es el vector unitario que

tiene la misma direcciéon que w.
Teorema 6.7 Si f es diferenciable en x, entonces f tiene derivada direccio-

nal en x en cualquier direcciéon u , donde u es un vector unitario y, ademas,
se verifica la igualdad

Falx) = VF(x) .
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Ejercicio 6.16 Para los campos escalares de los Ejercicios 6.5, 6.6 y 6.7,
calcula la derivada direccional en las direcciones (0,1,2), (2,3) vy (3,1), res-
pectivamente.

Teniendo en cuenta las propiedades del producto escalar, la igualdad
fL(x) = V(x)-u.
puede escribirse como
fu(x) = Vfx)-u=|[Vf()]|ul| cost

donde @ es el dngulo entre V f(x) y u. Como —1 < cosf < 1, tenemos que la
derivada direccional f}(x) serd méxima cuando cosf = 1; es decir, cuando
60 = 0 o, equivalentemente, cuando u apunta en la direcciéon y sentido de
V f(x). Ademas, el valor méximo serd ||V f(x)].

Por otra parte, la derivada direccional f,(x) serd minima cuando cos = —1;
es decir, cuando 6 = 7 o, equivalentemente, cuando u apunta en la direccién
y sentido de —V f(x). Ademads, el valor minimo serd —||V f(x)]|.

Ya que la derivada direccional es la tasa de variacién de la funcién en la
direccién u considerada, se acaba de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 6.8 Si f es una funcién diferenciable en el punto xg, entonces f
tiene maximo crecimiento a partir del punto xg en el sentido de su gradiente
(v la tasa de variacién es entonces ||V f(xg)||) v tiene méximo decrecimiento
a partir del punto xg en el sentido contrario (y la tasa de variacién es entonces

=V f(x0)l])-

Ejemplo 6.13 La temperatura en cada uno de los puntos de una placa
metalica viene dada por la funcion

T(xz,y) =e"cosy +eYcosx.

(a) (En qué direccién crece la temperatura mas rapidamente a partir del
punto (0,0)7 ;Cudl es la tasa de incremento?

(b) (En qué direccion decrece mas rapidamente la temperatura a partir de
(0,0)7
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Solucion: Basta aplicar el Teorema 6.8. Comencemos por calcular el gra-
diente de T"

VT (z,y) = (e*cosy —eYsinz)i+ (e cosx — e”siny)j.

(a) A partir de (0,0) la temperatura crece mas rdpidamente en la direccién
del gradiente
VT(0,0) =i+]

La tasa de variacién es
IVT(0,0)]] = |li+jll = V2

(b) La temperatura decrece mas répidamente a partir de (0, 0) en la direccién
de
—V7T(0,0)=—-i—j.

4
Ejercicio 6.17 Dada la funcién de densidad A(x,y) = 48 — 55[:2 — 3y°,

encontrar la tasa de variacién del cambio de densidad (a) en (1,—1) en la
direccién en la que la densidad decrece més rapidamente; (b) en (1,2) en la
direccién de i y (c¢) en (2,2) alejdndose del origen.

2 8 26

(Sol.: (a) —=+/97; (b) —=; (c) 3

3 37 v2)

6.3. Derivadas parciales de orden superior

Recordemos que las derivadas parciales de un campo escalar si existen en
una bola de centro xy definen un nuevo campo escalar y que, por tanto,
podemos calcular también sus derivadas parciales si se dan las circunstan-
cias convenientes para su existencia. Estas derivadas parciales se denominan
derivadas parciales de sequndo orden y se denotan de la siguiente manera:

ol Pf 0 (0f
£y 0 = 59 = 5 (52 ) 0

: . LS 0* f
En el caso particular de ser i = j se escribe —5 en lugar de .
x; x;0x;

Fijémonos en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 6.14 Calcula las derivadas parciales de segundo orden del campo
escalar f(x,y) = 23y — 2%y

Solucion: Calculamos primero las derivadas parciales

of

, — 3220 — 9312
B (L0 Y) T7y — 2xy
0
a—;(:ﬁ,y) = 2’ - 2%y
2
Ahora, para calcular W(m, Yy), s6lo hemos de volver a derivar respecto a la
x
variable x: )
o°f 0
‘ggg(xay)zz5;(3xzy-—2$y2)=:6$y-—2y2
2
El procedimiento para calcular W(:c,y) es similar. Volvamos a derivar
Yy

respecto a la variable y:

0% f 9 3 2 2

—(r,y) = — —2x = -2z

352 (z,y) oy y)
El calculo de las otras derivadas parciales de segundo orden se realiza de una

2
forma similar. Para calcular 920 (z,y) derivamos respecto x la derivada
oy

parcial de f respecto a y.

0%f 0
Bray DY) = gp@ —20'y) =" —day
2
y, por ultimo, para calcular 509 (x,y) derivamos respecto a y la derivada
y Ox
parcial respecto a x de la funcién f:

02 0
99 afx (z,y) = a—y(3$2y — 2ay°) = 32% — duy

82
g0z (z,y)

En el ejemplo anterior hemos visto que las derivadas cruzadas
0% f
Y 0xdy

(z,y) coinciden. Este hecho no es casual. Si las derivadas parciales
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de segundo orden existen en una bola que contiene al punto (x,y) y son
continuas en el punto (z,y), entonces las derivadas parciales cruzadas coin-
ciden en el punto (z,y). La igualdad anterior es consecuencia, por tanto, del
hecho de que el campo escalar f(z,y) = 23y — x2y? satisface esta condicién.
Los campos escalares con los que trabajaremos a partir de ahora verificaran
siempre la condicion anterior, por lo que sélo tendremos que calcular una de
las dos derivadas cruzadas.

Las derivadas parciales segundas (como la derivada segunda en el caso de
funciones reales de variable real) se utilizardn para estudiar si un campo
escalar tiene extremos locales. Si f es un campo escalar con derivadas par-
ciales de segundo orden continuas en una bola abierta que contiene al punto
X, denotamos por H(xg) la matriz Hessiana de f en el punto xq definida
como

" " . "

r1T1 r1x2 T1Tn

7 1 . "

T2x1 xT2X2 T2Tn
H(Xo) =

" " o 7

TnTl TnT2 TnTn

donde todas las derivadas estaan evaluadas en xg. Notemos que la matriz
Hessiana H(xp) es una matriz simétrica ya que las derivadas cruzadas coin-
ciden en el punto xg y, por tanto, define una forma cuadratica.

Un razonamiento andlogo permite definir las derivadas de tercer orden como
las derivadas parciales de las derivadas de segundo orden. Se denotaran por

e = 5oL = 2 (G2 9

xixjxk( ) - 8xk8xj8xi (X - 8_3% 8.@]'8%1‘
Ejemplo 6.15 Considérese f(z,y, z) = z2yz.

Solucién: Entonces,

of Pf Pf
e g e e G W
Ademas,
9 f
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Df

020107 0

y asi sucesivamente.

Evidentemente, el proceso puede reiterarse, de forma que es posible definir
derivadas parciales de orden p mientras se puedan derivar las parciales de
orden p — 1.

En general, si un campo escalar admite derivadas parciales hasta un orden
p v todas son continuas, se dice que f es de clase CP. Ademads, cuando un
campo escalar es de clase CP para cualquier orden p, se dice que es de clase

C™.

6.4. Regla de la cadena

La llamada regla de la cadena se utiliza para derivar la composiciéon de
funciones, al igual que sucede con las funciones de una variable.

Teorema 6.9 Sean D C R" y D' C R™ abiertos, f : D — R™ una funcién
diferenciable en xg, con f(D) C D' y g : D’ — RP diferenciable en f(xq).
Entonces la composicién g o f es diferenciable en x¢ y ademas,

Jgot (%0) = Jg(f(x0)) - Jr(xo0)

A partir de él se deduce la regla de la cadena, que admite diversas versiones
seguiin sean las funciones involucradas. Por ejemplo, si se tiene una funcion
u = f(z,y,2z) y cada variable z,y, z es, a su vez, funcién de una variable
t resulta que la funcién u es, en realidad, una funcién de t y tiene sentido
calcular

dug _0fds 0fdy  0fd:
dt " " Oxdt  Oydt Oz dt
donde las derivadas de f estéan evaluadas en (z(to),y(t0),2(t0)) v las deri-

vadas de x,y, z en tg.

Otro ejemplo ocurre cuando las variables x, ¥y, z sean, a su vez, funciones de
varias variables: si u = f(z,y, z) y cada variable z,y, z es, a su vez, funcién
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de las variables s, t resulta que
ou_ofor 0foy 010z
ot ox 0t Oyot 0z0t

donde cada derivada se evalia en su correspondiente punto y, andlogamente
para la otra derivada parcial.

ou 8f8x+3f0y+8f82
ds Oz Os 0y 0s 0z 0s

2 2

Ejemplo 6.16 Sea z = f (a:

—— | con f una funcién diferenciable. Cal-
CU2 + y2

cula el valor de la expresiéon

8z n 0z
Y ox y(?y
22 — 2
Solucién: Llamamos v = —; e Entonces, z = f(v) con v una funcién
Z Y
que depende de x e y. Aplicamos la regla de la cadena y obtenemos
0z df ov
dr  dvox
0z _ df Ov
8y dv 3y
Ahora,
af (o) v 4xyy? v —4x2y
i v _— = — - = —_—
dv Toox (22 4y?)?2 dy (2?2 +y?)?
por lo que
82’ 82 , 4zy? p —4z%y

o 4x2y2 4x2y2 B
_f@)<($2+y2)2_ wrr)

Ejemplo 6.17 Sea z = f(y/z), donde f es una funcién derivable. Calcula
el valor de la expresién
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Solucién: Llamamos s = y/x y, entonces, z = f(s). Ahora aplicando la

regla de la cadena.

0z  df Os
or  dsox
0z  dfds
dy  dsdy

af —y
ds x2
a 1
ds x

daf

Para hacer las derivadas segundas se debe tener en cuenta que 7. sigue
dependiendo de la variable s y, entonces,

o (df\_ df 0
or \ds)  ds? Ox
0 (ar)_ s o
oy \ds)  ds? Oy
Asi,
Pz 0 (df\ -y df2y d&f Os —y df
dz2  Ox \ds/) 22  dsxz3 ds? Or 22 ds a3
&y my df 2y oyt S 2y df
Cds? 22 22 ds 23zt ds? a3 ds
P o (ar\1_#ron1_ 1 e
oy? Oy \ds) x ds® Oy x a2 ds?
0%z _ 0 (df\1 df -1 _d*f 9s 1 df -1
oxdy Ox \ds) z ds z2 ds? Oxr = ds x2
_ & -y L df -1y df 1 df
Cds? 22 x ds 22 w3 ds? 22 ds
Finalmente,
0%z 0%z 0%z y? d*f 2y df
2072 2072 _ o |Y” a’) 2y df
STl xy@x@y Ty 0y? lx‘l ds? = a3 ds]
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Ejercicio 6.18 Determina %, mediante la regla de la cadena, en los si-

guientes casos: (a) f(z,y) = 2y z =13, y = 3 (b) f(z,y) = 2%y — y*a;
xr = cost, y = sint.

(Sol.: (a) 12t'1; (b)—2sintcost(sint + cost) + sin®t + cos> ¢ )

Ejercicio 6.19 Sea f(z,y) = %:ch + g(u,v), siendo g : R> — R, con u =

e” cosy,v = Iny. Calcula (a) a—i(cc, y); (b) g—;;(:z:, y) (H: Exprésalas en funcion

0 0
de 29 (u,v); %2 (u,v)).

Q

(Sol.: (a) zy + €” cos y%(u, v); (b) m—; — e”sin y%(u,v) + ia—g(u, v) )

6.5. Problemas adicionales

Ejercicio 6.20 Encuentra la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta
normal a la curva 23 + 3% = 9 en P(1,2).

(Sol.: recta tangente: x 4+ 4y — 9 = 0, recta normal: 4o —y —2=10)

Ejercicio 6.21 Encuentra la ecuacion del plano tangente y de la recta nor-
mal a la superficie 22 + y> = 3xyz en P(1,2, %)

(Sol.: plano: 4z — 5y + 4z = 0, recta: ? = = )

Ejercicio 6.22 Halla la ecuacién del plano tangente a la gréfica de z(z,y)
definida por 22z + y?22 4+ 23 = 1 en el punto (0,0, 1).

(Sol.: z=1)
Ejercicio 6.23 Calcula el gradiente de la funcién f(z,y,z) = zIn (f) en
Y

(1,1,2). Calcula la derivada direccional de la funcién f anterior en el punto
(1,1,2) y en la direccién del vector v = (1,—1,1).

(Sol.: Vf(1,1,2) = (2,-2,0); fL(1,1,2) = )

Sl
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En los ejercicios 6.24—6.25, encuentra un vector que indique la direccion en la
cual la funcion dada aumenta mas rapidamente en el punto indicado. Halla
la razén de cambio méaxima.

Ejercicio 6.24 f(z, y) = e**siny; (0, 7/4)

(Sol.: V2i + (v2/2)j, /572 )

Ejercicio 6.25 F(z, vy, z) = 2 + 4wz + 2yz?; (1,2, —1)

(Sol.: —2i + 2j — 4k, 21/6 )

En los ejercicios 6.26—6.27, obtén un vector que indique la direccion en la cual
la funcién dada disminuye mas rapidamente en el punto indicado. Encuentra
la razén de cambio minima.

Ejercicio 6.26 f(z, y) = tan (2% +42); (\/7/6,/7
(Sol.: —84/7/61 — 8+/7/6j, —8+/7/3)

Ejercicio 6.27 F(z, y, z) = /xzeY; (16, 0, 9)
(Sol.: —2i — 12j — 2k, —/83281/24 )

Ejercicio 6.28 Considera una placa rectangular. La temperatura en un
5+ 222 + o2
x? + y?
direccién en que un insecto debe ir, partiendo de (4,2), para que se enfrie

lo més rapidamente posible. Calcula la tasa de variacion maxima.

punto (z,y) de la placa estda dada por T'(x,y) = . Determina la

(Sol.: (&, 2L); Y45 )

50’ 100 100

Ejercicio 6.29 Un esquiador experto desea descender por una montana lo
méas rapidamente posible. Suponiendo que el perfil de la montana viene dado
por la gréfica de la funcién f(z,y) = 23y +2xy? + 2y —2; calcula la direccién
que debe tomar cuando se encuentra en las coordenadas (1,1, 2).

(Sol.: la que indica el vector (—6, —6) )
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Ejercicio 6.30 Sea z = f(2? +%?) con f una funcién de clase C?. Calcula

0:  0:
Yoy You
(Sol.: 0)
.CUQ _y2

Ejercicio 6.31 Sea z = f ( ) con f una funcién diferenciable. Cal-

.1'2 + y2
cula el valor de la expresién

0z n 0z

x_ JES—

ox y@y
(Sol.: 0)
Ejercicio 6.32 Prueba que la funciéon f(x,y) = ﬁ satisface la

P =y
relacion Lo Lo .
Ea_a:(x’y) + ga—y(fﬂay) = ;f(%y)

cualquiera que sea la funcién derivable p(u).
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Tema 7

Teoremas del calculo
diferencial

En este capitulo se abordaran algunos de los resultados mas conocidos del
calculo diferencial que, en general, se corresponden con generalizaciones ade-
cuadas de los clasicos teoremas del cdlculo de una variable: teorema del valor
medio, teorema de Taylor, etc. Mencién aparte merece, por el uso necesario
de varias variables en su formulacién, el teorema de la funcién implicita;
resultado éste de mucha trascendencia tanto para el estudio posterior de
maximos y minimos de funciones como el estudio, en cursos mas avanzados,
de la teoria y resolucion de ecuaciones diferenciales.

7.1. Teorema del valor medio

El teorema del valor medio, en funciones de una variable, trata del problema
de evaluar la diferencia f(x +t) — f(x) estableciendo la conocida féormula

flx+1t) = f(z) = (o)t

suponiendo la existencia de la derivada f’ y siendo ¢ un punto del intervalo
de extremos z y x + t.

El problema de evaluar la diferencia f(x + h)— f(x) para funciones de varias
variables, puede reducirse a un problema de funciones de una sola variable
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introduciendo una variable adicional ¢ y considerando la funciéon auxiliar

F(t) = f(x+th) — f(x)

manteniendo fijas las variables x y h. Entonces, conforme ¢ varia de 0 a 1,
el punto de coordenadas x + th recorre el segmento rectilineo que une x con
x + h. Suponiendo expresamente que las derivadas parciales son continuas y
aplicando el Teorema del Valor Medio a F'(t) en el intervalo [0, 1], se obtiene

F(1) — F(0) = F'(0)

donde 0 < 8 < 1. Por otra parte, aplicando la regla de la cadena se obtiene

"9
Flty=>_ hia—j(x + th)
i=1 ¢

y, finalmente, si h = (hy, ..., hy), resulta

feeth) = () = 3 5 -(O)hi

donde & es un punto del segmento rectilineo que une x y x + h.

Este razonamiento se resume en

Teorema 7.1 Sea f: D C R" — R una funcién con derivadas parciales
continuas en D, siendo éste un conjunto abierto y convexo. Entonces para
cada par de puntos x,x + h € D se verifica

) — 10 =3 Lo,

ox;
i=1 t

donde £ es un punto del segmento rectilineo que une x y x + h.

Una aplicacion de este teorema se da en el célculo de errores. El problema
a abordar consiste en conocer como afecta al valor de una funcién, el error
cometido en la determinacion del valor de las variables.
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Medicioén de errores

En la mayoria de los casos, los resultados obtenidos al utilizar aparatos
de medida para evaluar determinadas magnitudes contienen errores propios
de las mediciones aproximadas que se realizan. Atun en el caso de obtener
medidas exactas, las operaciones llevadas a cabo por medio de ordenadores
son simplemente aproximaciones. Esto es debido, fundamentalmente, a la
precision finita con que operan y almacenan los datos. Si a es un valor
aproximado de una cantidad a, llamaremos error absoluto a la diferencia

Si €(a) > 0 la aproximacién es por defecto y si €(a) < 0 la aproximacion es
pOT exceso.

El error relativo de a se define como

e(a) a-—a

Er(a):_: a CL#O

a

Esta expresién parece poco ttil, porque en realidad a es una cantidad que
se desconoce. Por esta razon, cuando |e(a)| < |a|, suele utilizarse la aproxi-
macion
er(a) ~ @
a
En la practica suelen utilizarse cotas de estos errores. Una cota del error
absoluto de a es un nimero real positivo M tal que

le(a)l < M

De un modo similar, una cota del error relativo de a es un numero real
positivo NV tal que
ler(a)] < N

Propagaciéon de errores

Supongamos que tenemos n cantidades (datos obtenidos por medio de me-
diciones, cdlculos, etc.) agrupadas en un vector x = (x1,%2,...,2,) € R”
y sus correspondientes aproximaciones X = (Z1, Z2,...,T,) € R™. Suponga-
mos también que f es una funcién de varias variables diferenciable en un
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dominio bastante amplio

Nuestro objetivo es conocer cémo se propagan los errores por medio de la
funcion f. Podemos pensar que la funcion f es un algoritmo o simplemente
un conjunto de operaciones aritméticas.

El error absoluto que se produce al actuar f sobre x viene dado por

e(f(x) = f(x)—f(x)
= flx1,22,...,2n) — f(z1 L e(x1), 22 £ €(x2),..., 2, T e(y)),

y, aplicando el Teorema del Valor Medio,

Faran,oan) = [T B = 3 @@ -m) (1)
i—1 1

2

donde £ = x+ a(x —x) i a € (0,1). Por la continuidad de las derivadas

0 0
parciales, se puede suponer que af (&) = 8f (X), 1 <7 <mn,y calculando
T X
valores absolutos, obtenemos ﬁnalmzente una éota del error absoluto:
n
of .
[e(fGI = D |5 (R)| - le(xa)] (7.2)

Ejemplo 7.1 El volumen de una pirdmide triangular (de base un tridngulo
equilatero) de altura h y de arista de la base a es:

B V3aZh

v 12

Al medir la arista de la base y la altura de la piramide se han obtenido
a=24+06cm.y h=95+04 cm. ;Qué error maximo tendra el calculo
del volumen? ; Cuanto vale dicho volumen?

Solucion: Los datos conocidos son las cotas de los errores absolutos ¢, y €p
de las magnitudes a y h, respectivamente; es decir,

|€a| < 0767 |€h| < 074
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por lo que, aplicando la féormula (7.2), el error absoluto del volumen, ey
vendra acotado por

8_V
da

oV
€| + | =

o len)

lev] <

de donde
V3a?
12

3ah
Soah) 1

ey | < =y

y substituyendo los valores a = 24 y h = 95 se tiene
lev| < 380v/3- 0,6+ 48V/3 - 0,4 ~ 428,16 cm

El volumen calculado seria de

V3a2h

V="

~ 7898,15 cm

con un error maximo de 428,16 cm.

1
Ejercicio 7.1 El area de un triangulo es —absinC donde a y b son las

longitudes de dos lados y C' es el angulo comprendido. Al medirlos se ha
obtenido que a = 150 £ 0,5, b = 200 £ 0,5 y C = 60° £ 2°. ;Qué error
tendra el calculo del area?

(Sol.: 337,58; 25% )

Ejercicio 7.2 El peso especifico de un cuerpo viene dado por la férmula

A
A-W

S =

siendo A el peso en el aire y W el peso en el agua. ;Cual es el error maximo
posible en el valor calculado de s si A =9+ 0,01 Kg. y W =540,02 Kg.
Determina también el porcentaje maximo del error cometido.

(Sol.: 0,0143; 0,639 % )

Ejercicio 7.3 El principio de Arquimedes establece que cuando un cuerpo
es sumergido en el agua, la diferencia entre los pesos del cuerpo en el aire y
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en el agua es igual al volumen del agua desplazada. Como consecuencia, la
densidad de un cuerpo puede calcularse mediante la férmula

S = —m

m—1m

donde s es la densidad, m es el peso del cuerpo en el aire y m el peso del
cuerpo en el agua (se trabaja con el sistema de unidades CGS, centimetro—
gramo—segundo).

Sim = 100+ 0,005 g. y m = 88 4+ 0,008 g., encontrar el valor de la densidad
del cuerpo y el error maximo en la medida de la densidad s.

(Sol.: s = 8,333 £ 0,0086 gr/cm? )

En ocasiones, se conocen cotas de los errores relativos en las medidas lo
cual permite conocer, de nuevo, una cota del error relativo en la magnitud
calulada a partir de ellas.

Ejemplo 7.2 La fuerza de atraccién gravitatoria entre dos cuerpos de ma-
sas M y m separados a una distancia R, viene dada por la férmula:

M- -m

F=G=p

donde G es la constante de gravitacion universal. Si se considera que la masa
de uno de los cuerpos (M) permanece constante, estima el error maximo en

el calculo de la fuerza F' cuando m tiene un error maximo del 2% y la
distancia R del 3 %.

Solucion: Sean ¢,,, €g y €r los errores absolutos de las magnitudes m, Ry
F', respectivamente. Entonces, se sabe que

M <0,02 y ‘€—R| < 0,03
m R

Asi, aplicando la férmula (7.2),

er] < |2 el + [ 2 | enl
€ — | |E — | |E
El=1om|"™"™ " |or|'®
de donde
GM —2GMm
ler| < 2B |l€m]| + T ler|
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y dividiendo por F' = G%

ler| _ leml |, lerl
< 2
+ R

F — m

<0,02+2-0,03 =0,08

y, por tanto, el error méximo en F es del 8 %.

Ejercicio 7.4 ;Con qué exactitud puede calcularse el volumen de un cilin-
dro circular recto, V = mr?h, a partir de mediciones de r y h que tienen un
error maximo de 1 %?

(Sol.: 3% )

Ejercicio 7.5 Si se quiere calcular el area de un rectangulo largo y estrecho
a partir de las mediciones de la longitud y la altura, ;qué dimension se ha
de medir con mas cuidado? Explica razonadamente la respuesta.

(Sol.: longitud )

7.2. Teorema de Taylor

El teorema del Valor Medio proporciona una aproximacion de primer orden,
también llamada lineal, al valor de la diferencia f(x+h)— f(x). En algunas
ocasiones se necesitan aproximaciones de orden superior y el método para
conseguirlo lo proporcionan los métodos de Taylor que permiten el desarrollo
de una funcién f(x) entorno a un punto xp hasta un cierto orden que de-
pende, naturalmente, de la regularidad de la funcién f. Para los propdsitos
de este curso baste enunciar el desarrollo de segundo orden.

Teorema 7.2 (Férmula de Taylor de segundo orden) Si f es un campo es-

calar con derivadas parciales segundas continuas en una bola abierta By (xo),
entonces para todo h tal que x¢ + h € B, (xg) tenemos

Floxo 1) — f(x0) = ¥ (x0)h -+ 3 b H(x0) b+ | iy ()

donde H (xg) es la matriz hessiana de f en xg y Ex,(h) es una funcién que
tiende a 0 cuando h — 0.
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Ejemplo 7.3 Expresa el polinomio p(z,y) = y?+3xy— 222 +1 en potencias
dex—1ley—+1.

Solucién: Como se trata de un polinomio de segundo grado, basta aplicar
el desarrollo de segundo orden a p(x,y) en el punto xg = (1, —1). Llamando
h=(xr—1,y+1), se tiene

p(x0 +h) = p(x0) + Vp(x0)-h + % h H(xp) ht

En primer lugar,
p(l,-1) = -3

Ahora, las derivadas parciales,

Op Op
— =3y —4 —(1,-1)=—
5 3y —dxr = 8x(’ ) 7
dp dp
L ooy+3r = —(1,-1)=1
y las de segundo orden,

2 2 2

I _ O _g 0P _,
Ox? Ox 0y Oy?

por tanto,

s =t et s een (5 9) ()

y, operando,

pay)=-3-Txz-1D+@y+1)—2z-1)2+3x—-1)(y+1)+ (y+ 1)

Ejercicio 7.6 Expresa el polinomio p(x,y) = 2% + 32 en potencias de z — 1
ey — 1.

(Sol.: 2+2(x—1)+2(y— 1)+ (z— 1)+ (y—1)?)
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7.3. Teorema de la Funciéon Inversa

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones lineales determinado, es posible
expresarlo en forma matricial Ax = b y se sabe que la solucién viene dada
por x = A~ 'b. Cuando el sistema de ecuaciones es no lineal, ya no puede
representarse por una matriz sino por un sistema de funciones:

Fl(azl, N ,.I'n) = bl
Fg(xl, e ,a:n) = bg
Fo(x1,...,2pn) = by
que, llamando F = (F, Fs, ..., F},), puede escribirse abreviadamente
F(x)=b

En el caso de existir la funcién inversa F~1, la solucién vendrd dada por
x =F~1(b).

En este apartado veremos condiciones suficientes para que eso ocurra, pre-
servando, ademas, dicha funcién las propiedades de regularidad, continuidad
y diferenciabilidad, de la funcién F.

Empecemos recordando algunos conceptos basicos de las funciones inversas:
una aplicacién f: A — B admite inversa si existe g : B — A tal que

fog=idp y gof=ida

Si tal aplicacion g existe, es Unica y se llama la inversa de f, la cual se
representa por g = f~1.

Puede comprobarse que f admite inversa si, y sélo si, f es biyectiva; es decir,
elementos distintos de A tienen imégenes distintas en B (inyectividad) y cada
elemento de B es imagen (tnica) de un elemento de A (sobreyectividad).

Definicion 7.3 Sea f : D C R" — R" con D un conjunto abierto. Se
dice que f es localmente biyectiva en xg € D si existe un entorno abierto de
Xg, U, tal que

f:U — f(U) es biyectiva

La funcién f~=! : f(U) — U se llama inversa local de f en xq.
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A continuacién se veran condiciones suficientes para garantizar la existencia
de inversa local diferenciable:

Teorema 7.4 (Funcién Inversa) Sean f : D C R” — R” con D un
conjunto abierto y xg € D tales que

(i) f es de clase C' en D
(i) Det (Je(x0)) # 0

siendo Jg(xp) la matriz jacobiana de f en xy. Entonces, existen U y V
entornos abiertos de xo y f(xg), respectivamente, verificando

1. f: U — V es biyectiva
2. f1:V — Uesdeclase Cl en V
3. Je-1(f(x)) = (Jf(IE))_l, VxeU

Ejemplo 7.4 Seaf : R? — R? definida como f(z,y) = (% cosy , e*siny).
Sea (a,b) € R2. Vamos a comprobar las hipétesis del teorema de la funcién
inversa.

(i) Comprobamos que las derivades parciales son funciones continuas.

%(@",y) = €% cosy \
8]01 = fl < Cl(]R2)

5o (e.y) = —c7siny

1/m2
o » = feC (R

%(l’,y)=e sy o
O f N = foel (R)
a—y(az,y)—e cosy

(i) [J¢(a, b)] = e“cosb —e%sinb _ et £

e%sinb  e%cosb

y, aplicando el teorema anterior, existen U,V entornos abiertos de (a,b) y
f(a,b), respectivamente, de manera que
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1. f: U — V es biyectiva
2. f 1.V — Uesdeclase Clen V

3. Jf—l(f('ray)) = (Jf(may))_1> v ('Ivy) el

Es decir, f admite inversa local en cada punto (a,b) € R?. No obstante, f
no admite inversa global en R? porque f no es inyectiva en R? ya que

f(z,y) =f(x,y + 2n)

Ejercicio 7.7 Sea la funcién f(z,y, z) = (e?,sin(xz + y),e*). Prueba que f
es localmente inversible en (0,0,0), pero no admite una inversa en ningin
entorno de (0,0,0) que contenga a (0, ,0).

7.4. Teorema de la Funciéon Implicita

Ocurre con frecuencia que determinadas magnitudes fisicas vienen relacio-
nadas entre si por una formula en la que no es posible despejar alguna de
ellas en funciéon de las otras; por ejemplo, las ecuaciones de estado de un
gas de la termodinamica, que relacionan el volumen V', la presion P y la
temperatura T'. Sin embargo, cabe esperar que, fijando una presiéon y una
temperatura determinadas, pueda calcularse el volumen que ocupa el gas.
Este ejemplo ilustra el concepto de funcion definida implicitamente por una
ecuacién, que se desarrolla a continuacién.

Una ecuacién de la forma y = f(x) se dice que define explicitamente a y
como funcién de z. En realidad, toda ecuacién puede interpretarse como una
relacién entre las variables (z,y): para cada valor de x puede encontrarse
un valor de y de forma que (z,y) verifica la relaciéon dada. Para que esta
relacion sea entendida como una funcién hay que exigir la unicidad de la
imagen y.

Asi pues, cuando se tiene una ecuacién de la forma F'(z,y) = 0, se dice que
define tmplicitamente a y como funcién de x, si para cada x existe un unico
y de forma que (z,y) verifica F(x,y) = 0.

Ademas, seria conveniente que las propiedades de F' (continuidad, diferen-
ciabilidad,...) también las conserve la funcién implicita, asi definida.
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Se veran, a continuacion, condiciones suficientes para garantizar la existencia
de funcién implicita en un entorno de un punto. Para dar la versién gene-
ral del teorema, aplicable a un sistema de m ecuaciones con n incégnitas,
serd necesario antes introducir alguna notacién especifica:

Considérese una ecuacién de la forma F(z) = 0 donde la funcién F esta de-
finida F : D C RPTY — RY; es decir, el sistema tiene mds variables que
ecuaciones. Se buscan condiciones suficientes para que esta ecuacién defina
implicitamente ¢ funciones de p variables. Por comodidad se supondra que
se desean escribir las ¢ dltimas variables en funciéon de las p primeras. Para
distinguirlas con claridad se representaran con letras distintas; es decir, se
escribiran las variables de F' como

F(l’l,l’Q,. o 7$p7y17y27‘ e 7yq) = F(X7Y)

Ademss, si F = (F1, Fs, ..., Fy) y (a,b) € D se denotard

8F1 (aa b) aFl (a, b)
a(Fy, F. F) oy Yq
Det( L2207 (a,b))= : :
8(3/1,9277%) OF OF
) q(avb) o q(aab)
U1 Yq

Teorema 7.5 (Funcién Implicita) Sean F: D C RPT? — RY, con D un
conjunto abierto, y (a,b) € D tales que

(i) F(a,b)=0
(ii) F de clase C™ en D (m > 1)

O(F1, Fa, ..., Fy)
a(ylvy27 e 7yq)

(ii) Det( (a, b)> £0

Entonces, existen W C RP, entorno abierto de a, y una tnica funcién de p
variables f : W — RY, £ = (f1, f2,..., fy), verificando

1. f(a)=Db
2. fesdeclase C"™ en W

3. F(x, fi(x), fa(x),..., f¢(x)) =0, VxeW
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Notad que la condicién (3) de la conclusién nos dice que las variables y;
pueden identificarse con las funciones fj(x), 1 < j < ¢, lo que equivale a
decir que estan definidas implicitamente por el sistema de ecuaciones.

Ejemplo 7.5 Sean

Fi(z,y,z) = xy*—2yz+2° -8
Fy(z,y,2) = 2®+y*+224ay—c+y+2

El sistema

Fi(z,y,2) = 0
Fy(z,y,z) = 0

define implicitamente a y y 2z como funciones de x en un entorno del punto
P(2,-2,0).

Solucion: Se comprueban las hipétesis del teorema de la funcién implicita:

(i) Fi(P)=2-(-2)2-8=0, F5(P) =22+ (-2)2+2-(-2)—2+(-2) = 0.

(i) Fy, F» € C1(R3), por ser funciones polinémicas.

Lo |O(F1, Fy)
=20 (P)| # 0:
i) |22 )| 2
| 2ry — 2z —2y + 322 B ' —8 4' _
20+ +1 22+ 1 (2.0.2)=(2,-2.0) -1 1

Entonces, existen un entorno abierto V' C R de z = 2, y una tnica funcion
f:V — R2 f=(f1, fo), verificando

1. £f(2) =(-2,0)

2. f e CL(V)

Fi(z, fi(x), fo(x)) =0
3. Fo(z, fi(2), folz)) =0 } Ve eV.

Esta 1iltima condiciéon permite, ademas, calcular las derivadas de f en x = 2
(derivacién implicita):
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Se sabe del apartado (3) anterior que
off(z) — 2fi(2) fo(z) + f3(z) =8 =0
2 + f(x) + f5(2) + 2 fi(x) — x + fi(z) + fo(z) =0

Ve eV.

Derivando este sistema respecto de x se obtiene:
J2 (@) + 20 f1(2) fi(@) — 20/} (2) fol) + f1(2) () + B3 (2) fy() = O
22+ 2f1(x) f{ (x) + 2o () fi) + fila) + o f{(x) — L+ fi(2) + fi(x) = 0

Particularizando para x = 2, se tiene
J22) + 4R F(2) - 2120 /2(2) + FL(2)£5(2) + 3f3(2) f3(2) = 0
4420120 11(2) + 2/ f5(2) + [1(2) + 2£1(2) — 1+ Fi(2) + f3(2) = 0

Y, teniendo en cuenta el apartado (1) de la conclusién, se conocen los valores
f1(2) = =2y f2(2) =0, por lo que resulta el sistema:

41— 8F{(2) +4£3(2) = 0
4—4f1(2) =2+2f1(2) =1+ f1(2) + f2(2) = 0
y, agrupando los términos,
—8/1(2) +4/5(2) = -4
—f1(2) + f3(2) = -1
que es un sistema lineal cuya solucién es:

fi2)=0  f5(2)=-1

Ejercicio 7.8 Demuestra que ycosxz = 0  define una funcién implicita
diferenciable y = ¢(x) en un entorno de (0,0) . Calcula ¢'(0).

(Sol.: ¢'(0) =0)

Ejercicio 7.9 Comprueba que la ecuacién 22 + zy + 3> = 11  define a y
como funcién implicita de x en un entorno de x = 1, en el cual toma el valor
y = 2. Calcula las derivadas primera y segunda de y en x = 1.
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(Sol.: ¢/(1) = I_gl; y'(1) = 426 )

Ejercicio 7.10 Comprueba que la ecuaciéon z? + y? + 22 = 49  define a
z = ¢(x,y) implicitamente en un entorno de (6, —3), tomando en ese punto
el valor z = —2. Calcula el gradiente de ¢ en (6, —3).

(Sol.: (3,-32))

7.5. Problemas adicionales

Ejercicio 7.11 La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 15,44+0,1 cm.

y uno de sus catetos 6,8 £ 0,1 cm. ;Con qué exactitud puede calcularse el
otro cateto?

(Sol.: error maximo de 0,16 cm )

Ejercicio 7.12 En un experimento para determinar el valor de la acelera-
cion g de la gravedad, se mide el tiempo ¢t de caida, en segundos, de un
cuerpo que se deja caer una distancia fijada x partiendo del reposo . La
férmula utilizada es, entonces,

_233
9=

Si los aparatos de medida, permiten establecer un error maximo para x del
1% y para t del 0,5%. jCudl es el error maximo que cabe esperar en la
determinacién de g7

(Sol.: 3% )

Ejercicio 7.13 El momento de inercia de una varilla longitudinal, de masa
m y longitud h, respecto a un eje que pase por uno de sus extremos viene

dado por la formula
h2
I=m—
"3

Determina el error maximo en el momento de inercia de una varilla si h =
4+01lemym=3+0,1gr.

(Sol.: 1,333 gr.cm?)

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 162

Calculo - UJI



Ejercicio 7.14 Desarrolla la funcién f(x,y) = 22 + 2y + y? en potencias
de (x — 1) e (y — 2) mediante el polinomio de Taylor.

(Sol: T+ 4(x—1)+5(y—2)+ (- 12+ (x -1y —2)+ (y — 2)?)

Ejercicio 7.15 Desarrolla la funcién e?* cos(y) en forma de polinomio de
Taylor, hasta el segundo orden, en el punto (0,0).

(Sol.: f(z,y) ~ 1+ 2z + 422 — %)

Ejercicio 7.16 Halla el polinomio de Taylor de segundo orden de la fun-
cion f(z,y) = eYsin(z), en el punto (m,0). Utilizalo para obtener un valor
aproximado de f(3.14,0.01) y compdralo con el valor obtenido mediante la
aproximacion lineal del plano tangente. (Toma 7 = 3.141592 en los célculos)

1
(Sol.: f(z,y) =~ m—x — 5(3: —7)y; £(3.14,0.01) = 0.0016;
L(3.14,0.01) = 0.001592 )

Ejercicio 7.17 Sea la funcién

g: RZ — R2
(z,y) —— (e""siny,e”™Y cosy)

.En qué puntos de R? admite g inversa local? ;Admite g inversa en R??

(Sol.: Admite inversa local en cada punto de R?, pero no admite inversa
global. )

Ejercicio 7.18 Prueba que f(z,y) = (e* 7Y,y + 2)) admite inversa diferen-
ciable en un entorno de (0,0). Halla J¢-1(1,2).
1 1
(Sol.: (O 1) )

Ejercicio 7.19 Prueba que el sistema de ecuaciones

TCOSY +YCOSZ+ 2COSL =T
22 +y? + 22 —xy =72

define implicitamente una funcién diferenciable f(z) = (fi(x), f2(z)) en un
entorno del punto x = 0 de forma que f1(0) =0y f2(0) = 7. Calcula f](0)

y f2(0).
(Sol.: f1(0) =1, f5(0) =0)
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Ejercicio 7.20 Halla todos los posibles valores de zy para que la ecuacién

x?2 — xz + 22 + yz = 4 defina implicitamente a z como funcién de z e y en

un entorno del punto (1,3, zp).
(Sol.: zp =1y 290 =—-3)
Ejercicio 7.21 Considera el sistema de ecuaciones

zy+rz+yz = 1
—r4+y+22 =2

(a) Prueba que el sistema de ecuaciones define implicitamente a y y 2
como funciones de z en un entorno del punto (0,1,1).

(b) Sea G(z) = log(yz), donde y = y(x) y z = z(x) representan las fun-
ciones implicitas del apartado anterior. Halla el valor de G’(0).

(Sol.: (b) G'(0) = —-2)
Ejercicio 7.22 Sea z(z,y) la funcién definida implicitamente por la ecua-
2?4 y? + 2

xy® + 22y
tro a € R para que la derivada direccional f(’a a)(l, 1)=2.

cién = 3 verificando que z(1,1) = 2. Halla el valor del parame-

(Sol.: a = i )

%

Ejercicio 7.23 Sea f(z,y) la funcién definida implicitamente por las ecua-
ciones

rsiny +e*—e’ = 0
ey —_pycosu = 1

en un entorno del punto (xg,yo,uo,vo) = (—m,m,0,0). Demuestra que f
admite inversa local diferenciable en (—m,7) y calcula la matriz jacobiana
Je-1(0,0).

(SoL: Jg—1(0,0) = L (_11 " 1) )

Ejercicio 7.24 El volumen V, la presién P y la temperatura T de un gas
de Van der Waals estan relacionados por la férmula

RT o
P-(v5)
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con «, # y R constantes. Si el volumen V es una funcién de P y de T
demuestra que

o__ RV
oT — PV3 +a(V —2p)

Ejercicio 7.25 La ecuacién de Dieterici del estado de un gas es
P(V —b)e”T = RT,

donde P es la presion, V el volumen y T la temperatura del gas en un
instante determinado y siendo a, b y R constantes. Demuestra la férmula

-1
= (e ) (75 )
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Tema 8

Extremos

La cuestion de determinar los maximos y minimos que alcanza una fun-
cién es de gran importancia en muchos problemas de ingenieria, economia y
ciencias en general. Cuando el problema puede reducirse a una sola variable,
conocemos métodos para resolverlo matematicamente: se buscan los valores
que anulan la derivada y se determina su comportamiento como méaximo o
minimo segun el valor que toma la derivada segunda. Cuando el niimero de
variables es mayor, disponemos de criterios parecidos que veremos en este
capitulo y que, como de costumbre, generalizan lo que ocurre en el caso de
una variable real.

8.1. Extremos libres

En esta seccion estudiaremos cémo calcular los valores extremos de cam-
pos escalares definidos en un conjunto abierto. Las definiciones basicas son
similares a las definiciones de funciones reales de variable real.

Definicién 8.1 Sea f: D C R” — R un campo escalar y xg un punto que
pertenece a una bola contenida en D. Diremos que f tiene un mdximo local
en xq si

f(x0) = f(x)

para todo x perteneciente a una cierta bola de centro x¢ (ver Fig. 8.1(a)).

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 166

Calculo - UJI



Diremos que f tiene un minimo local en xg si

f(x0) < f(x)

para todo x perteneciente a una cierta bola de centro x¢ (ver Fig. 8.1(b)).

Como en el caso de las funciones reales de variable real, hablaremos de
valores extremos para referirnos simultaneamente a los maximos locales y a
los minimos locales.

En el caso de funciones reales de una variable real sabemos que si la funcién
f tiene un extremo local en un punto g, entonces la derivada f'(xzg) =0 o
no existe tal derivada. En el caso de campos escalares tenemos un resultado
similar.

Teorema 8.2 Si un campo escalar f tiene un extremo local en x, entonces
o bien V f(xg) = 0 (cuando f es diferenciable en x¢) o bien V f(x0) no existe.

Los puntos en los que el gradiente se anula o no existe se denominan puntos
criticos. Por el teorema anterior son los tinicos puntos en los que un campo
escalar puede tener un extremo local. Los puntos en los que el gradiente se
anula se denominan puntos estacionarios. Llamaremos puntos de ensilladura
a los puntos estacionarios en los que la funcién no tiene un extremo local
(ver Fig. 8.1(c)).

Si xg es un punto estacionario de un campo escalar f, la férmula de Taylor
de segundo orden nos dice que

Floxo+10) — f(x0) = 5h H(xo) b + [ [ Exy ()

Podemos interpretar esta igualdad como que el signo de la diferencia f(xqo+
h) — f(x0) depende del signo de la forma cuadrética H(xg) cuando los
puntos Xg y Xo + h estan suficientemente proximos. Por tanto, la naturaleza
del punto estacionario xg puede analizarse clasificando la forma cuadratica
asociada a la matriz Hessiana H(x(). Podemos utilizar, pues, los criterios
de clasificacion de formas cuadraticas para estudiar si el punto estacionario
X es un maximo local, un minimo local o un punto de ensilladura.

Aunque, como ya se ha dicho, se puede utilizar cualquier criterio de clasifi-
cacién de formas cuadraticas, vamos a establecer uno de ellos que usa como
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unica informacion las entradas en la matriz hessiana. Para ello, empezamos
con algo de notacién.

Dada una matriz cuadrada H,

aip ai2 -+ Qin

21 G222 -+ A2p
H =

anl Qp2 - Qpp

entonces llamaremos menores principales de H, que representaremos por

Hy,Hs,...,H,, alos determinantes siguientes:
oy =ap, Hy=|"" "2 H, =det(H)
az1 a2

Teorema 8.3 (Criterio de las derivadas parciales segundas) Supon-
gamos que f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en una
bola que contiene al punto estacionario xg. Sea H la matriz hessiana de la
funcion f en xg. Entonces,

1. Si Hj > O,para todo 1 < j < n, entonces f alcanza un minimo local
en Xo.

2. Si Hj < 0 cuando j es impar y H; > 0 cuando j es par, entonces f
alcanza un maximo local en xg.

3. En otro caso, el criterio no clasifica.

En el caso particular de funciones de dos variables podemos afirmar un poco
mas.

Teorema 8.4 Supongamos que f tiene derivadas parciales de segundo or-
den continuas en una bola que contiene el punto (z,y) el cual es un punto
estacionario, es decir, V f(z,y) = (0,0). Sean

o%f

T o2

0%

0
A (xay)7 B = ax(r)y(x,y)v C = 8_y2(xay)7

y sea D = AC — B2. Entonces,
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(a) siD>0y A <0, el punto (x,y) es un maximo local;
(b) siD>0y A >0, el punto (z,y) es un minimo local;
(c) si D <0, el punto (x,y) es un punto de ensilladura.
(Observa que, segin la notacién del Teorema 8.3, A = Hy y D = Hs por lo

que la informacién adicional que proporciona este teorema es la clasificacion
de los puntos de ensilladura)

(a) A<0,D>0 (b) A>0,D>0

(c) D<O

Figura 8.1: Tipos de extremos

Ejemplo 8.1 Encuentra los extremos locales del campo escalar dado por
z = x5y + xy5 + xy.

@ J.J. Font | S. Hernandez [ S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 169

Célculo - UJI



Solucién: Comencemos por calcular los puntos criticos, que son la solucion
del sistema:

of

5@y =yt +yt 1) =0
g—‘;(x,y) =2(5y* + 2t +1) =0

Como los factores 5z +y*+1 y 5y* +*+1 son siempre positivos, deducimos
que la tnica solucién es el punto (0,0), que es el tinico punto critico de f.

Calculemos ahora las derivadas de segundo orden:

022 022 02 f
g — 2023 — 5yt 449, =L
— (@,y) = 2027y, axay(x’y) 5x° +5y" +1, 042

y, al evaluarlas en el punto critico: A = 0, B = 1y C = 0; por lo que,
D = AC — B? = —1 y, segtn el Teorema 8.4, z tiene un punto de ensilladura
en (0,0) (ver Fig. 8.2).

(z,y) = 20zy°;

*

Figura 8.2: Gréfica de z = %y + xv° + xv.

Ejercicio 8.1 Encuentra los extremos locales del siguiente campo escalar:

fla,y) = —aye @/
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(Sol.: Punto de ensilladura en (0,0); minimos locales en (1,1) y (-1, —1);
maximos locales en (1,—1) y (—1,1)) )

Ejercicio 8.2 Sea f(z,y) = z? — 2zy + y*. Para f tenemos que D = 0.
,Podrias decir si los puntos criticos son maximos locales, minimos locales o
puntos de ensilladura?

(Sol.: Los puntos criticos son minimos locales) )

Ejercicio 8.3 Clasifica los puntos criticos del siguiente campo escalar:
2= (22 432 eV

(Sol.: Minimo en (0,0) y maximo en (0,1) y ( —1);
puntos de ensilladura en (1,0) y (—1,0)) )

Ejercicio 8.4 Clasifica los puntos criticos del campo escalar f(z,y) = 222+
2
Yy —ay—Ty.

(Sol.: Minimo local en (1,4).) )

8.2. Extremos condicionados

En la seccion anterior hemos estudiado los extremos de funciones definidas
en un abierto. Sin embargo, en muchos problemas los extremos deben deter-
minarse cuando las variables estdn sujetas a una serie de restricciones (que
ya no constituyen un conjunto abierto).

Sea f: A CR" — R con A abierto de R" y sea X C A. Se considera la
restriccion
f‘ X — R
X
x = f(x)

es decir, es la funcion f al considerarla evaluada sélo en los puntos del sub-
conjunto X. Es evidente que los extremos locales de f seran, en general,
distintos de los de f|,; incluso también ocurrird que no comparten siquiera
los mismos puntos criticos. El problema de determinar los extremos locales
de f|, se llama un problema de exztremos condicionados, aludiendo al he-
cho de que las variables (z1, 9, ...,z,) vienen ligadas por la condicién de
pertenecer a X. Para determinar condiciones analiticas que garanticen la
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existencia de extremos condicionados, deben imponerse unas ciertas condi-
ciones de regularidad tanto para la funciéon f como para el conjunto X.

En esta seccién vamos a estudiar los extremos de funciones sujetas a restric-
ciones de la forma

X ={xeR" : g(x) =0}
donde g es una funcion de clase CP con m < n componentes; es decir, un

sistema de m ecuaciones con n incognitas pero siempre con menor nimero
de ecuaciones que de incégnitas.

Asi, en lo que sigue, f: A C R” — R sera una funciéon de una cierta clase
CP en Ay X sera un conjunto de esa forma.

Vamos a distinguir dos posibilidades para el conjunto de restricciones X,
segin podamos despejar o no m variables del sistema en funcién de las
n — m variables restantes.

8.2.1. Meétodo de reduccién de variables

Suponemos, pues, que tenemos una funcién de n variables f(x1,x2,...,2,)y
queremos hallar los extremos de la funcién f cuando las variables (z1, ..., z,)
estdn ligadas por un sistema de m ecuaciones de la forma F(x) = 0. El méto-
do consiste en despejar m variables en funcion de las otras y substituirlas en
la funcién f, por lo que el problema se reducira a un problema de extremos
libres para una funciéon de n — m variables. Vedmoslo en un ejemplo.

Ejemplo 8.2 Una particula de masa m estd dentro de una caja de dimen-
siones x, y, z vy tiene la energia de estado

/1 1 1
E(az,y,z):8—m(g+;+;>

donde k es una constante fisica. Si el volumen de la caja es de 8 dm?, halla
los valores de z, y, 2z que minimizan la energia de estado.

Solucion: Dado que el volumen de la caja viene dado por xyz = 8; se trata
de resolver el problema de extremos condicionados:

_ /1 1 1

c.p. xyz =238
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8
De la restriccion, puede despejarse, por ejemplo la varibale z = — vy, subs-
ry

tituyendo en la funcién FE, el problema se reduce a

) K (1 1 x%?
Min. B@y) =5, (ﬁ et 6—4>

Por tanto, se reduce a un problema de extremos libres, en las variables x e
y. Basta, pues, aplicar el procedimiento visto en al seccién anterior.

(a) Puntos criticos. Se resuelve el sistema:

k2 2 2xy? 2 2
1%:____§+_£_:0 _EZﬂL s
8m T 64 x 32 64 = x"y
= =
g K2 2 2 _ 'y 61 = 2%y’
Yoo8m \ 3 64 y3 32

Entonces, teniendo en cuenta que x e y son dimensiones de una caja y han
de ser positivas ambas:

2

$4y2:x2y4 = :y2 = =9

Substituyendo en la primera ecuacion:
64=12° = z=V64=2
de donde se obtiene el punto critico: A(2,2).

(b) Clasificacion. Se calcula la matriz hessiana:

Yy zy

kg £E4 + 32 16
H = 2
8m | zy 6 @
16 yt 32

y, substituyendo los valores en el punto critico,

6 N 4 4 1 1

k2 |16 32 16 k|12 4
H=— =H=—

8m 4 6 N 4 8m (1 1

16 16 32 4 2

@ J.J. Font | S. Hernandez [ S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 173 Calculo - UJI



de donde,

k2 L
- 8m 2

2\® /1 1
Ho— () (2.~
2 (Sm) (4 16) >0

Por tanto, la solucién es: las dimensiones que minimizan la energia de estado
sonx =y =2z=2dm.

H,y 0

= A es un minimo.

Ejercicio 8.5 Una caja rectangular sin tapa ha de tener un volumen de 12
metros cubicos. Encontrar las dimensiones de la caja que proporcionan el
area minima.

(Sol.: Longitud: 2+/3 m.; ancho: 2+v/3 m.; altura: v/3) )

Ejercicio 8.6 Demostrar que una caja rectangular de volumen dado tiene
una superficie minima cuando es un cubo.

8.2.2. Meétodo de multiplicadores de Lagrange

En el apartado anterior se ha visto que para encontrar los extremos cuando
las variables estan sujetas a una restriccion, se utiliza el método de despejar
una variable de la ecuacién; substituir en la funcién original y resolver el
problema de extremos con una variable menos. Sin embargo, este método
no siempre es factible e, incluso, puede llevarnos a no obtener todas las solu-
ciones posibles. De hecho, el despejar una variable de una ecuacién consiste
en aplicar el teorema de la funcién implicita visto en el Capitulo 7.

Para obviar estas dificultades, vamos a ver otro método de calcular los ex-
tremos de una funcién, cuando las variables estan ligadas por una restriccion
en forma de una ecuacién o de un sistema de ecuaciones (pero siempre en
numero menor al de variables).

Puede enunciarse ahora ya la condicién necesaria, conocida como método de
los multiplicadores de Lagrange

Teorema 8.5 Sea f: A C R” — R con A abierto de R" y f € C'(A). Sea
X={xeA: g(x)=0},cong=(91,92,---,9m) de clase C! y cumpliendo
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que la matriz jacobiana de g en cada punto del conjunto X tiene rango
maximo. Sea xg € X. Si f|, tiene un extremo local en x¢, entonces existen
m escalares \i, A9, ..., A\, tales que el punto x( es punto critico de

L(x) = f(x) + A1g1(x) + A2g2(X) + ... + Angm(X)

Introduciendo los parametros A1, Ao, ..., A, como variables adicionales en la
funcién L anterior, se reduce el problema de determinar los puntos criticos
de f que cumplen las restricciones al problema de determinar los puntos
criticos de la funcién lagrangiana

L(x, A1, A2, Am) = f(X) + A1g1(x) + A2g2(X) + - .. + Amgm(X)

Se enuncia ahora la condicion suficiente para saber si un punto estacionario
es maximo o minimo. Como antes, esto dependera del signo de la forma
cuadratica dada por la matriz hessiana, aunque en este caso, al haber res-
tricciones, no sirve el estudio realizado en el caso de extremos libres y debe
estudiarse el signo de la forma cuadratica restringida al llamado espacio tan-
gente al conjunto de restricciones X . Afortunadamente, la teoria de formas
cuadraticas dispone de métodos para mecanizar esta tarea tal y como se
propone en el teorema siguiente.

Teorema 8.6 (Clasificacién de los puntos criticos) Sea la funcién f :
A CR" — R con A abierto de R® y f € C?(A). Sea X C A como en el
teorema anterior, donde ahora g = (g1, 92,...,9m) de clase C2. Supéngase
determinados m escalares A1, A2, ..., A, tales que el punto xy es punto
critico de

L(x) = f(x) + Ag1(x) + A2g2(x) + ... 4 Angm (%)
Sea () la matriz expresada por bloques como sigue:

H|J
Q:
Jo

siendo H la hessiana de L(x) en xg y J la jacobiana de g en xg. Sea el
polinomio en « de grado n — m

H—aIn‘J

pla) =
Jt ‘ 0

Entonces,
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1. Si todas las soluciones de p(«) = 0 son positivas, J|x alcanza en x¢ un
minimo local estricto.

2. Si todas las soluciones de p(a) = 0 son negativas, f|, alcanza en xg
un maximo local estricto.

3. En otro caso, el criterio no clasifica.

Ejemplo 8.3 Encuentra los extremos de la funcién f(x,y) = 2%y, con y >
0, que verifiquen
222 + > =3

Solucion: Se trata de un problema de extremos condicionados. Como parece
complicado despejar una variable de la ecuacién 2z2 4 32 = 3, lo resolvemos
aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange:

(a) Puntos criticos. Se construye la funcién Lagrangiana
L(z,y,A) = 2%y + M22% +y° = 3)
y se buscan los puntos criticos:

L= 2zy+4az= 0
I _ 2 _

L, = x4+ 2y= 0
L= 222 +y*~3= 0

De la primera ecuacion:

z(y+22) =0 = 6
y= —2A

En el caso x = 0, sustituyendo en la tercera ecuacion sale
y> =3 =y =13 (lasolucién y = —/3 no se considera ya que y > 0)

y, al sustituir este valor en la segunda, resulta A = 0. Asi, en este caso se
tiene el punto critico:

A(0,V3), A=0

En el caso y = —2) se sustituye en la segunda y se obtiene:

22— 4N =0 = 2% = 4)\?
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y, al sustituir las dos condiciones en la tercera ecuacion, resulta

1 1
8A2 +4)2 =3 ;svzz :>>\:i§

Como tiene que ser y > 0 e y = —2\ s6lo puede ser la solucién A = —% y,
entonces, y = 1 y el valor de = es

22 =4\ =1 = 2 =+1

por lo que, en definitiva, se tienen los puntos criticos

1
1

(b) Clasificacion. Para clasificar los puntos se calcula la matriz por bloques:

20 + 4\ 2z | 4o
Q= 2z 2)\ | 2y
4dx 2y | 0

Esta matriz corresponde exactamente a la matriz hessiana de L como funcién
de x, y y A, separando los bloques respecto de = e y del multiplicador .

Para el punto A(0,v/3), A =0

23 0 | 0
Q= 0 0 [2V3

0 2\/5\0

y, entonces, hay que calcular el determinante:

2v3—a 0 0
0 —a 2V3|=12(2V3-a)=0=a=2V3>0= A esun min.
0 2v3 0

Para el punto B(1,1), A = —

D[
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y, entonces, hay que calcular el determinante:

-« 2 4 48
2 —l-a 2/=32-16(-1-a)+da=0=a = 5 < 0 = B és un max.
4 2 0

Para el punto C(—1,1), A = _%

0 —2|—4
Q= -2 —1| 2
-4 2|0

y, entonces, hay que calcular el determinante:

-« —2 —4 48
-2 —-l1-a 2 :32—16(—1—0z)—|—4a:0:>a:—€<0
—4 2 0

por lo que f alcanza en C' un maximo.

Para finalizar, veremos graficamente el proceso realizado. En la Fig. 8.3(a)
se ha representado la superficie z = 22y y la curva sobre ella corresponde a la
imagen de los puntos (x, ) del plano que cumplen la restriccién 222 4y% = 3
(elipse). Para un mayor detalle, en la Fig. 8.3(b) se ha representado sélo la
parte grafica correspondiente al octante positivo. La elipse del plano XY es
la restriccién 222 + y? = 3 y la imagen de dichos puntos dibujan una curva
sobre la gréfica de la funcién z = z2y.

(a) Gréfica completa (b) Gréfica en el octante positivo

Figura 8.3: Grafica de z = 2%y
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Finalmente, en la Fig. 8.4, se ha representado tinicamente la curva restric-
cion, f,; es decir, la funcién f evaluada en los puntos de la elipse 202 +y% =3
y se han senalado los puntos criticos hallados que como se observa, corres-
ponden a un minimo y dos maximos locales.

Figura 8.4: Extremos de la funcién restringida

En dicha Figura 8.4 se observan, ademds, otro maximo y dos minimos, que
corresponden a la regién y < 0, que han sido excluidos del estudio.

Ejercicio 8.7 Halla los extremos de la funcién f(x,y) = 22 + y?, que veri-
fican la restriccion
2?4+ 2y% =2

(Sol.: Minimos en (0,1) y (0, —1); maximos en (v/2,0) y (—=v/2,0). )

8.3. Maximos y minimos absolutos

Por 1ltimo, haremos una introduccion al estudio de la teoria de mdximos y
minimos absolutos (o globales). Recordaremos las definiciones bésicas:

Definicién 8.7 Supongamos que f: D — R es un campo escalar defini-
do en un subconjunto D de R™. Diremos que f tiene un mdximo absoluto
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(respectivamente, un minimo absoluto) en xg € D si f(x) < f(xg) (respec-
tivamente, f(x) > f(x0)) para todo z € D.

El siguiente resultado demuestra la existencia de extremos absolutos en un
tipo especial de subconjuntos de R™. Recordemos que un subconjunto de R"
es acotado si existe una bola que lo contiene y que es cerrado si contiene los
puntos de su frontera.

Teorema 8.8 (Teorema de existencia de extremos absolutos) Sea D
un subconjunto cerrado y acotado de R", y sea f: D — R™ un campo es-
calar continuo. Entonces existen puntos xg y x; en los que f alcanza sus
valores maximo y minimo, respectivamente.

En general, el problema de encontrar los extremos absolutos de un campo
escalar es una tarea nada sencilla. Si consideramos el dominio del campo es-
calar D como una unién de su interior int(D) y de su frontera, 0D, podemos
dividir el problema de encontrar los puntos en los que un campo escalar al-
canza sus extremos absolutos, en subproblemas donde aplicar los resultados
de las secciones precedentes, siempre y cuando su frontera pueda expresarse
como un conjunto de restricciones de la forma adecuada.

Sea f una funcién continua definida en una regién D de R" cerrada y aco-
tada. Para localizar el maximo y el minimo absoluto de f en D seguiremos
los siguientes pasos:

1. Localizar los puntos criticos de f en D (problema de extremos libres).

2. Encontrar los puntos criticos de f considerada como una funcién defi-
nida sélo en 0D (problema de extremos condicionados).

3. Calcular el valor de f en todos los puntos criticos.

4. Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

Observa que en esta estrategia no sera necesario clasificar los puntos criticos.

Ejemplo 8.4 Encontrar los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) =
2?2 +y?> —x —y+ 1 en el circulo definido por z2 + y? < 1.

Solucion: Seguimos los pasos indicados.
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(1) Puntos criticos en el interior del circulo 22 + 32 < 1.

0
8—£(m,y) =2xr—1=0
of
—(x,y)=2y—1=0
3y (z,y) =2y
lo que implica que el punto A (5, 5) es el inico punto critico en el interior

del circulo 22 + 32 < 1.

(2) Puntos criticos en la frontera 22 4+ y? = 1. Es un problema de extremos
condicionados. Como no podemos despejar ninguna variable de la restriccion
aplicamos el método de multiplicadores de Lagrange. Formamos la funcion
lagrangiana,

L(a:,y,)\):x2+y2—x—y+1+>\(x2+y2—1)

y calculamos sus puntos criticos.

=2 —1+2\z=0 N 1T
Ly=2y—1+2y=0 3= | 2, b=y
L&:x2+y2—1:0 A=

y substituyendo en la tercera ecuacion

F) =
f(B)=2-2
f(C)=2+2

(4) Seleccionamos los puntos en los que la funcién alcanza el valor mayor y
el valor menor. Comparando los valores del paso (3) tenemos que f tiene un
minimo absoluto en B (%, %) y el maximo absoluto se alcanza en el punto

C (—\/75, —\/7§> . Los valores minimo y maximo que f alcanza son % v 24+4/2,

respectivamente.
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Ejercicio 8.8 Encuentra los valores maximo y minimo que alcanza la fun-
cién f(z,y) = 22 + xy + y? en el circulo unidad.

3
(Sol.:§ es el maximo absoluto y 0 es el minimo absoluto )

En el ejemplo anterior, la frontera del dominio estaba formada por una
unica curva (la circunferencia); sin embargo puede ocurrir que la frontera
de D esté formada por una unién de diversas curvas (como, por ejemplo,
la frontera de un cuadrado que estd formada por sus cuatro lados). En este
caso, el paso (3) implica que tendremos que calcular los puntos criticos de
tantas funciones de variable real como curvas forman la frontera. Ademas,
en el paso (4) deberemos anadir los puntos donde se unen las diversas curvas
que forman la frontera (vértices).

Ejemplo 8.5 Considera una placa delgada que tiene la forma del triangulo
de vértices A(1,0), B(—1,—1) y C(1,—1). Suponiendo que la temperatura
en cada punto viene dada por la funcién T'(z,y) = 22 — 2y + 32, determina
las temperaturas minima y méaxima (absolutas) en la placa.

Solucion: La frontera del tridngulo estda formada por tres segmentos de

recta. Empezamos hallando las ecuaciones de las tres rectas que forman los
lados del triangulo, AB, AC y BC.

Para cada recta, se necesita un punto y un vector:

AB_{v:(—Q,—l) = 5 = 1 = =2y +1.

Como A y C tienen la misma coordenada x = 1, es facil deducir que AC' es
una recta vertical de ecuacion: x = 1.

Por 1dltimo, como B y C' tienen la misma coordenada y = —1, es facil deducir
que BC' es una recta horizontal de ecuacion y = —1.

En la Figura 8.5 se ha representado el triangulo, indicando ademas los puntos
criticos que hallaremos a continuacién.
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0.5

0.25

— .P2

1
-1.25

Puntos criticos -1.25

Figura 8.5: Extremos en un recinto triangular

Como se trata de un problema de extremos absolutos en un recinto con
frontera (los lados del tridngulo), dividiremos el problema en subproblemas:

(1) Puntos criticos en el interior del tridngulo. En este caso, es un problema
de extremos libres y los puntos criticos deben anular las derivades parciales

de T
T, =2z —y=
/! __ —
Ty=—-x+2y=

Por tanto, deberfamos obtener un punto critico P4(0,0), pero este punto no
pertenece al interior del tridngulo (ver Fig. 8.5) y, por ello, no se considera.

(2) Puntos criticos en el lado AB de ecuacién = = 2y + 1. Substituyendo la
restriccién en 1" reducimos el problema a encontrar los puntos criticos de

T(y) = (2y + 1) — (2y +

Dy+1y?=3>+3y+1

y, entonces, al ser un problema de una variable,

1

1
Por tanto, tenemos un punt critico P; (0, —5) (pertenece al lado AB).
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(3) Puntos criticos en el lado AC' de ecuacién x = 1. Substituyendo la
restriccion en T’ reducimos el problema a encontrar los puntos criticos de

T(y)=1-y+y

y, entonces, al ser un problema de una variable,
1
T(y)=2y-1=0 = y=35
V4 /L 1
Por tanto, deberiamos obtener un punto critico P (1, 5), pero este punto no
pertenece al lado AC' (ver Fig. 8.5) y, por ello, no se considera.

(4) Puntos criticos en el lado BC de ecuaciéon y = —1. Substituyendo la
restriccién en 1" reducimos el problema a encontrar los puntos criticos de

T(x)=x*+2+1

y, entonces, al ser un problema de una variable,

1
T(z)=2r+1=0 = =3
” 1
Por tanto, tenemos un punto critico P3(—§, —1) (pertenece al lado BC').
(5) Como la frontera es unién de varias curvas, debemos anadir a los puntos
criticos anteriores los puntos de unién de las curvas (vértices del tridngulo):

A(1,0), B(—-1,-1) y C(1,-1).

(6) Calculamos los valores de T' en cada punto critico.

T(~3-1) = -
T(0,1) = 1
T(-1,-1) = 1
T(1,-1) = 3

Y, por tanto, el minimo se alcanza en el punto (0, —5), con una tempera-

1
tura de 1 de grado y el maximo se alcanza en el vértice (1, —1) con una

temperatura de 3 grados.

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 184

Calculo - UJI



Ejercicio 8.9 Encuentra el valor maximo y el valor minimo del campo es-
calar f(x,y) = vy — 2x — 3y en la regién triangular

T={(z,y) | 0<2<4,0<y<2x}

(Sol.: El valor maximo es 0 y el valor minimo es —8 )

Ejercicio 8.10 Encuentra los extremos absolutos del campo escalar f(z,y) =

sinz + cosy en el rectangulo R definido por 0 <z <27, 0 <y < 27.

(Sol.: —2 es el minimo absoluto y 2 es el méximo absoluto )

8.4. Problemas adicionales

Ejercicio 8.11 Calcula los extremos de la funcién f(x,y) = 2%+ 2y +y? —
4Ilnz —10lny

(Sol.: minimo en (1,2) )

Ejercicio 8.12 Calcula los extremos relativos de la funcién f(z,y,z) =
y? 222

T+ 4+ +
4  y =z

(Sol.: minimo en (1/2,1,1) )

Ejercicio 8.13 Calcula los extremos de la funcién f(z,y) = 2 + y?, con
x>0 ey > 0, condicionados por log(z?) + 3% = 1.

(Sol.: minimo en (1,1) )

Ejercicio 8.14 Calcula los puntos de la curva x> +y = 1 cuya distancia al
origen de coordenadas sea minima o maxima.

(Sol.: méximo en (0, 1); minimos en (£v/2,—1) )

Ejercicio 8.15 Halla los extremos de la funcién f(z,y) = x 4+ 2y condicio-
nados por z2 + y? = 5.

(Sol.: maximo en (1,2); minimo en (—1,—2) )

Ejercicio 8.16 Halla los extremos de la funcién f(x,y) = 2%y, con y > 0,
que verifican la restriccién 2z% + y% = 3.
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(Sol.: miimo en (0,v/3); maximos en (£1,1) )

xr+22=0

vty =1 cuya

Ejercicio 8.17 Halla el punto o puntos de la curva {

distancia al punto (1,0,0) sea minima.
(Sol.: (0,1,0) )

Ejercicio 8.18 La presiéon en el interior de un fluido viene descrita por la
funciéon P(x,y, z) = zy + xz + yz. Calcula la presién maxima en los puntos
de la superficie 2z + 3y + z = 4 sumergida en dicho fluido.

(Sol.: 2)

Ejercicio 8.19 Considera la funcién f(z,y,z) = log(xyz) definida para
x>0,y >0, 2z > 0. Halla los extremos relativos condicionados por zy +
Yz + zx = 3.

(Sol.: méximo en (1,1,1) con valor 0 )

Ejercicio 8.20 Halla los extremos relativos de la funcién f(x,vy,z) = 2% +
y? 4+ 2% con z >0, y > 0, z > 0, condicionados por

xy? +yx? =16
r+y—2=0
(Sol.: minimo en (2,2,4) )

Ejercicio 8.21 Halla un punto de la esfera 2 + y? + 22 = 4 que maximice
la funcién 222 + 2y? 4+ 22 — 2y definida en el dominio 2 > 0 e y < 0.

(Sol.: maximo en (v/2, —v/2,0) )

Ejercicio 8.22 Encuentra el valor méximo y el valor minimo (absolutos)
del campo escalar f(z,y) = 4xy? — 2%y? — xy> en la regién triangular de
vértices A(0,0), B(0,6) y C(6,0).

(Sol.: El valor maximo es 4 y el valor minimo es —64 )

Ejercicio 8.23 Halla el punto del plano 3x —4y + 2z — 32 = 0 que estd mas
cerca del origen de coordenadas y calcula esa distancia minima.

(Sol.: (%,_§,%); 13_6 )

Ejercicio 8.24 Encuentra los valores maximo y minimo de la funcién defi-

1
nida por f(x,y) = ———= en la regién rectangular 1 <z < 3,1 <y < 4.
xr2 + y2
V2

(Sol.: El valor maximo es 5= y el valor minimo es % )
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Tema 9

Integracion

El concepto de integral definida se desarroll6 histéricamente para calcular el
area de regiones planas acotadas por lineas curvas. Tomando como referencia
inicial que el drea del cuadrado que tiene lados de longitud [ es igual a (2,
es muy sencillo calcular el area de cualquier rectangulo y, recurriendo a la
geometria elemental, puede calcularse tanbién el drea de cualquier poligono
si lo dividimos en tridangulos. La necesidad de un método més sofisticado de
calcular areas aparece al intentar calcular la superficie de figuras acotadas
por “curvas”. Por ejemplo, jcémo calcular el area de un circulo, o de una
parabola? Uno de los logros mas importantes del Célculo Integral es el de
proporcionar un método unificado y eficiente para la resolucion de este tipo
de problemas.

El concepto bésico aqui es el de la integral. Inicialmente, lo entenderemos
como una expresion para calcular el area por medio de un limite. Considere-
mos una funcién positiva y acotada f definida en un intervalo [a,b]. Vamos
a “medir” el drea de la regién acotada por la curva y = f(x) y las rectas
x=a,x=>b,y=0 (en la practica, la funcién f serd continua casi siempre).

El método consiste en reemplazar la region curvada que queremos medir por
recintos cuya area es facil de calcular y que aproximan tanto como sea nece-
sario la regién. Para ello, consideraremos dos tipos de recintos: los que estan
incluidos en el interior de la regién curvada y los que la contienen. Obtene-
mos asi valores que aproximan el area de interés superior e inferiormente.
Empezaremos con algunas definiciones.
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9.1. Definiciones basicas

Definicién 9.1 Una particion P de un intervalo [a,b] es un conjunto fini-
to de puntos {zg,z;...,z,} del intervalo tal que estan ordenados de for-

ma, creciente, es decir, a = g < 1 < ... < Tp_1 < x, = b. Cada
uno de los subintervalos [zj_1,z;] para j = 1,2,..n es un subintervalo
de la particion. Si 0; = x; — x;j—1, la longitud del mayor subintervalo,

O(P) = max{d; : 1 <j < n}, se llama norma de la particion.

Definimos ahora las recintos que aproximan el &drea superior e inferiormente.

Definicién 9.2 Sea M; y m; el supremo y el infimo respectivamente de los
valores de f(x) en el interval [z;_1, z;]. Definimos

S(f.P) =) Mjs;
Jj=1

S(f, P) = Z mjéj
j=1

Se tiene que la suma superior S(f, P) es la suma de las dreas de n rectangu-
los, de los que el j-ésimo tiene base [x;_1,x;] y altura M;. La suma de estas
dreas es mayor o igual que la del drea R contenida entre la curva y = f(x)
y las rectas z = a, x = b, y = 0. Andlogamente, la suma s(f, P) es menor o
igual que el drea de R (ver Fig. 9.1)

Y Y
& A
flz) flz)
s(f.1 507, F
L X > X
T, I T A A s T T T T3 T T
(a) Suma inferior (b) Suma superior

Figura 9.1: Sumas superior e inferior
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Si ahora t; es un valor arbitrario del intervalo [zj_1,z;] (j = 1,...,n) ¥
tomamos el conjunto 7" = {t1,...,t,}, la suma

o(f,P,T)=>_ f(t;)3;
j=1

satisface que
s(f,P)<o(f,P,T) <S(f,P)

En la Fig. 9.2 se ha construido esta suma tomando como conjunto 7" los
puntos medios de cada subintervalo.

flz)

= =

N
; /

Ty Ty Ty Iy

o(f,PT)

Figura 9.2: Suma para los puntos medios

Nuestro objetivo es demostrar que si f es una funcién “razonablemente
buena” (lo que incluye a las funciones continuas y a las monétonas), las tres
sumas anteriores tienden a un limite comun cuando §(P) tiende a 0. Este

limite denotado por
b
|t
serd la integral de la funcién f sobre el intervalo [a, b].

Sin embargo, la operacion de limite que acabamos de introducir es muy
complicada. Por ello, abordaremos inicialmente un proceso mas sencillo.
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9.1.1. Integral superior e inferior de Darboux

Si M, m son el supremo e infimo de f(z) en [a,b] v si, dada una particién
P, construimos las sumas S(f, P) y s(f, P) como antes, de las desigualdades
M>mjym;>m (j=1,..,n) se deduce que

m(b—a) <s(f,P)<S(f,P)<M(-a).

Asi que el conjunto de los valores S(f, P) estd acotado inferiormente por
m(b — a) y, por tanto, tienen infimo denotado

que se llama integral superior de Darboux de la funcién f. Analogamente,
los valores s(f, P) estan acotados superiormente por M (b — a) y, por ello,
tienen supremo denotado
b
[ fwyis
Ja_

que se llama integral inferior de Darboux de la funcién f.

Los teoremas que siguen demuestran que la integral superior es siempre
mayor o igual que la integral inferior.

Teorema 9.3 La introduccion de un nuevo punto de division en una par-
ticién P disminuye el valor de S(f, P)y aumenta el valor de s(f, P).

Corolario 9.4 Si P; y P, son dos particiones de [a,b] tales que Py C P;
entonces

S(f7P2)§S(f7P1)

s(f,P2) < s(f,P1).

Si la particion P; esta incluida en la particién Ps, como en el corolario, se
dice que P» refina a P;.

A partir de los dos resultados anteriores se demuestra

Teorema 9.5

[ sy K F(x)da
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La posibilidad de que la integral superior sea mayor estrictamente que la
inferior es real

Ejemplo 9.1 La funcién definida por

f(x) =1 siz es racional
f(z) =0 siz esirracional

definida en el intervalo [0, 1] satisface que su integral superior es igual a 1
mientras que su integral inferior es igual a 0.

Definicién 9.6 Se dice que f es integrable Riemann cuando la integral
superior de f es igual a la integral inferior.

9.1.2. Teorema de caracterizacion

Teorema 9.7 La funcién f es integrable en el intervalo [a,b] si, y sélo si,
existe el limite de los valores

o(f,P,T)
cuando 0(P) tiende a 0.

Corolario 9.8 Una funcién f acotada en [a, b] es integrable si, y sélo si, para
todo € > 0, existe una particién P de [a, b] tal que S(f, P) — s(f, P) < e.

Entonces es posible demostrar que una amplia variedad de funciones son
integrables; entre ellas destacaremos dos tipos.

Teorema 9.9 Si f es continua en [a, b] entonces f es integrable en [a, b].

Teorema 9.10 Si f es mondtona en [a, b] entonces f es integrable en [a, b).

9.2. Propiedades de la Integral

9.2.1. Reglas de integracion y Teorema del Valor Medio

Teorema 9.11 Dada una funcién integrable f en [a,b], se satisfacen las
siguientes propiedades:
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L [, (f(@) + g(@))de = [} f(x)dz + [} g(z)dx
fabc - f(x)dz = c- fabf(az)da:
) f; f(x)dr = facf(x)dx + fcb f(x)dx

<9 — [} f@)de < [ g(x)da

. La funcién | f| es integrable y se satisface
b b
| [ @ds| < [ 1f(a)lds

Por comodidad de notacién se adoptan los siguientes convenios

/abf(x)dm S /baf(:v)da:

/aaf(a:)d:v =0

o

w

[SATEEN SN

Teorema 9.12 (Teorema del Valor Medio) Si f es continua en [a, b
entonces existe un valor ¢ € [a, b] tal que

b
/ f(@)dz = f(e)(b - a).

9.2.2. Funcién integral. Regla de Barrow.

Supongamos en lo que sigue, y hasta que no se diga lo contrario, que f es
integrable en [a, b] y escribamos

F(:L'):/If(t)dt (a <z <b)

La funcién asi definida se llama funcion integral.

Teorema 9.13 F' es una funcién continua.
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Teorema 9.14 (Teorema Fundamental del Calculo) Si f es continua
en el punto z € [a, b] entonces F es diferenciable en z y se satisface F'(z) =

f(x).

Se dice que F es una primitiva de f en [a,b] cuando F'(x) = f(x) para
x € [a,b].

Teorema 9.15 Si f es continua en [a, b], entonces existe primitiva de f en
[a, b].

Teorema 9.16 (Regla de Barrow) Si f es integrable en [a,b] y F' es una
primitiva de f en [a, b] entonces

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

El Teorema 9.14 demuestra la existencia de una funciéon primitiva de f
cuando ésta es continua. Se deduce de las propiedades de la derivada que
si F'y G son primitivas de f entonces F' — GG es una constante. Por lo
tanto, el conjunto de todas las primitivas de f estda formado por todas las
funciones de la forma F' + k, siendo F' cualquier primitiva de f y k una
constante arbitraria. El conjunto de todas las funciones primitivas de f
se denota [ f(z)dx y se denomina integral indefinida de f. La regla de
Barrow proporciona un procedimiento muy sencillo para calcular la integral
(definida) de una funcién cuando se conoce su integral indefinida. Es por
ello importante disponer de métodos para hallar la integral indefinida de
una funciéon. Veremos algunos de estos métodos en lo que sigue.

Teorema 9.17 (Propiedades de las integrales indefinidas)
L& [ f@)de = f(2)

2. [LF(z)dr=F(z)+k
3. [laf(z) + Bg(a)lde = a [ f(x)dx + 3 [ g(x)dz

En la pagina 244 pueden consultarse algunas integrales indefinidas inmedia-
tas (las que provienen de la derivacién de las funciones mateméticas elemen-
tales). Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 9.2 Calcula I = [(2? — 3z + 5) dx.

Solucién:I:fJ:2 dm+f—3xd:r;—{—f5dac:fx2 dx—Sf:L'daH—Sf dr =
o 3%y Btk

Ejemplo 9.3 Calcula [ = [ —%

sin®xcos?x”
Solucién: I = f sin?gtcos’e 7, [ _de + f 9T — tanx —cotx + k
: sin? z cos? z cos® sin? z ’

Ejemplo 9.4 Calcula I = [ cos? zdz.

Solucién: Aplicando la férmula trigonométrica de cos?

que ya puede descomponerse en integrales inmediatas.

Ejercicio 9.1 Calcula la integral [ sin?(z) dx

Ejercicio 9.2 Calcula las siguientes integrales:

(a) [sin(az)cos(bx) dz
(b) [ cos(ax)cos(bx) dx

(Sol.: (a) (a=b) COS((aerz)ZQ)J_réerb)Cos((bfa)x) s
b—a) sin((b+a)z)+(b+a) sin((b—a)x
(b) L=sin(brae)t(bia)sin((b-a)z) 4 |

Ejercicio 9.3 Calcula las siguientes integrales:
(a) [tan®(z) dx

(b) [sin®(z)cost(x) dx

(Sol.: (a) tan(z) —z + k (b) w k)

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 194

T se tiene [ = f@l

Calculo - UJI



9.2.3. Integracién por partes y sustitucion

Teorema 9.18 (Integracién por partes) Sean fy g funciones continuas
en [a, b] tales que existen sus derivadas f’, ¢’, que son también continuas en
[a, b], entonces

b b
/ f(@) - g'(x)dz + / f'(@) - g(x)dz = f(b) - g(b) — f(a) - g(a)
Ejemplo 9.5 Veamos algunos ejemplos:
(1) I = [Inz da.

Solucién: Tomamos f(x) = Inxz y ¢'(z) = 1 en la férmula de integracién
por partes. Y, por tanto,

I:xlnx—/dx:xlnx—a:—i—k

(2) I = [2®sinz dx.

Solucion: Se aplica integracion por partes varias veces, tomando siempre
como funcién f(x) la parte polinémica, hasta llegar a la integral de una
funcién trigonométrica.

I= (3x2 —6) sin (z) + (6 — x?’) cos (z) + k

(3) I = [esinbxdzxy J= [e* cosbx dz

Solucion: Se aplica integracion por partes a las dos integrales y se obtiene
un sistema lineal de dos ecuaciones con incégnitas I y J, que se resuelve sin
mayor dificultad.

e (asin (bx) — beos (bx))
b2 + a?

e (bsin (bzx) + a cos (bx))
b? + a?

I = + k; J = +k
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(4) I = [e*sinz dx.

Solucion: Se aplica integracién por partes dos veces y se despeja el valor
de I de la expresion. También podemos aprovechar la férmula del ejemplo
anterior tomando a = 2 y b = 1; por lo que,

e?*(2sinx — cos )
5)

I =

+k

Ejercicio 9.4 Calcula la siguiente integral [In?(z) dz. (H: Toma f(z) =
In?(x) y aplica integracién por partes)

(Sol.: x (lnz(ac) —2In(z)+2) +k )

Ejercicio 9.5 Halla la férmula de reduccién de I,, = [ z" cos(az) da.

Z’nil ax sin(ax n cos(ax n(n—
(Sol.; " (aasin(agynoos(es)) _ n(n-1) 1y

Teorema 9.19 (Integracién por sustitucién) Sea f una funcién conti-
nua en [a,b] y sea g una funcién continua de [c,d] a [a, ] tal que g(c) =ay
g(d) = b, y existe la derivada de g en [c¢,d]. Entonces (fog)- g’ es integrable
en [c,d] y

d b
| e g s = [ oy
Ejemplo 9.6 Veamos algunos ejemplos:
(1) I = [V16 — 2%dz, x € [—4,4].

Solucién: Se aplica el cambio x = 4sint, t € [-7, 7], de = 4cost; por lo
que la integral se transforma en

I:/\/ 16 — sin%t - 4 costdt = 16/\/1—sin2tcostdt: 16/0082tdt

que ya sabemos resolver. Para deshacer el cambio, se tiene en cuenta que

sint = 7 y, por tanto cost = /1 — %. Ahora,

2
I =8t + 4sin(2t) = 8t + 8sint cost = 8arcsin% +8%\/1 - :16—6 +k
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(2) I:f( de r € [-1,1].

arcsin z)3v/1—z2”’

Solucion: Se aplica el cambio u = arcsinz, du = \/1‘1"_”7; por lo que la

integral se transforma en

_9 ) .

habiendo deshecho el cambio en el dltimo paso.

(3) I = [2*Vx —Tdx

Solucién: Se aplica el cambio x = 2 4 7, dx = 2tdt; por lo que la integral
se transforma en

2 (15¢7 + 294¢° 4 1715¢%)

k
105 *

I= /(t2 + 7)%2t3dt =

que ya es inmediata al ser la integral de un polinomio y, deshaciendo el
cambio, t = v/x — 7, queda

2 (15(z — 7)°Vo —t +294(z — 7)*Vx — t + 1715(z — T)/z — t)

I =
105

+k

Ejercicio 9.6 Calcula las siguientes integrales:

(b)fd—x

dx
& e O e

dx )
Va? 4+ a?

(Sol.: (a) In (2 + VaZ=a?); (b) In (2 + VaZ+a?) )

(H: Aplica el cambio t = x + v22 £+ a? y comprueba que dt =

A continuacion se proponen algunos ejercicios mas de los tipos vistos ante-
riormente.
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Ejercicio 9.7 Calcula las siguientes integrales:

dx dx dx

@ et W g O g 0> 0
arctan 3z nr—a n(r-ra
(Sol.: (a) arctan (25%) + k; (b) % + k3 (¢) 1 (2a L1 (2: ) +k)

Ejercicio 9.8 Calcula las siguientes integrales:

dx dx
0 =V
(Sol.: (a) arcsin (£) + k; (b) —arcsin (=2=2) + k)

Ejercicio 9.9 Calcula las siguientes integrales:

e — 3e** tan?(x) + tan(z)

dx; (b d
1ter 0 (b) J 1 — 2tan(x) v

(a) J

x T . In(2 tan(x)—1 tan(z
(Sol.: (a) 41In(e®* + 1) — 3e” + k; (b) — ( 4() ) _ 2()+k:)

Ejercicio 9.10 Calcula las siguientes integrales:

cos(x) cos(z)
dz; (b d
(a) ] sin®(x) + 2 cos?(x) sin(x) z (b) ] a? 4 b? sin(x) v
i n(sin(z)%— n(b?sin(z)+a?
(Sol.: (a) ln(SIS(m)) _ In( (4) 2) + k; (b) In(b bé )+a?) k)

9.3. Aplicaciones

Veamos alguna aplicaciones de la integral al cdlculo de areas, voliumenes y
longitudes de curva.

Areas de superficies limitadas por curvas
1. El area limitada por la curva y = f(z) (siendo f > 0) y las rectas

r=a,z=b,y=0es

b
/ f(z)dx. (9.1a)
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2. El érea limitada por las curvas y = f(z), y = g(z) (siendo f > g) y
las rectas * = a, x = b es

b
[ 7@ - gl))as. (9.1b)

Ejemplo 9.7 Ejemplos de aplicaciones al calculo de areas:

(a) Calcula el area de la regién S limitada por las rectas z = 0, x = 2, y las
curvas y = x(x — 2), y = /2.

Solucion: Hallamos los puntos de corte entre las graficas, planteando para
ello la ecuacion

r(r—2)=z/2 = x(2xz-5)=0

cuyas soluciones son z = 0y x = 5/2. En la Figura 9.3 se ha representado
la regiom solicitada.

y=x(x—2)

y=a/2

Figura 9.3: Area entre dos curvas

Como el recinto esta limitado por = = 2, el area solicitada es

2 9
o8) = [ 15 - " - 20)ldo = [ 2o - oo =

(b) Calcula el area de la regién S limitada por las rectas z = —1, x = 2y
las curvas y = z, y = 23 /4.
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Solucion: Hallamos los puntos de corte entre las graficas, planteando para

ello la ecuacién
r=23/4 = x(®-4)=0

cuyas soluciones son x = 0, x = —2 y x = 2. En la Figura 9.4 se ha

representado la region solicitada.
3
Y Zy ;!
y =T

Figura 9.4: Area entre dos curvas que se cortan

Se observa que hay dos recintos, donde las graficas han intercambiado sus
posiciones, asi pues, el area solicitada es

02’ 2 23
a(S):/_l[Z—x]d:U—l—/o [x—z]dxzﬁ

Ejercicio 9.11 Calcula el area de la region limitada por el eje OX y las
curvas y = sin®(z), y = cos3(x) con 0 < z < /2.

2(5-2v/2)

(SO]..: T )

Ejercicio 9.12 Calcula el drea comprendida entre las curvas y = 6z — 22 e
y = 2? — 2.
64
(SOI.: 3 )

Ejercicio 9.13 Calcula el area de la region limitada por el eje OX, la recta

r=1ylacurvay = 2v1 — 22.
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(Sol.: %)

Ejercicio 9.14 Calcula el area del dominio limitado por la elipse de ecua-
U
b

. 7 2
cién 3 + % a,b>0).

(Sol.: mab )

Longitud de un arco de curva

1. Dada la curva definida por la gréfica de la funcién y = f(x), = € [a, D],
su longitud viene dada por la féormula

b
L= / V14 fl(z)%dx. (9.2a)

2. Si la curva viene dada en forma paramétrica

x = x(t)
y = y(t)

} t € a,b]

entonces su longitud viene dada por

b
L= / NGO (9.2D)

3. Si la curva esta en el espacio y sus ecuaciones son

x = x(t)
y=y(t) t € la,b]
z = z(t)

entonces su longitud viene dada por

b
L= / VIO 4y (02 1 #(0)2dt (9.2¢)

Ejemplo 9.8 Calcula la longitud del arco de pardbola y?> = 2px, desde el
vértice hasta el punto (1, /2p).
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Solucion: Representando la curva en forma paramétrica obtenemos

_
"”_25 } 0<t<+/2p
y:

de donde, aplicando la Férmula (9.2b),

t2 t \/t2
/ ,/1+ —dt = [ + p? +2 il +p
0

pln (\/m-i-\/%)
p

N V2p\/p? + 2p
2

2

Ejercicio 9.15 Calcula la longitud de una circunferencia de radio r por
los dos métodos siguientes: (a) utilizando la parametrizacién z(t) = r cost,
y(t) =rsint, con 0 <t < 27 y la Férmula (9.2b); (b) utilizando la ecuacién
de la semicircunferencia superior, y = V72 — 22 y la Férmula (9.2a).

(Sol.: 271 )

Area y volumen de una superficie de revolucién

Si se tiene una curva definida por la gréfica de y = f(«x), siendo f > 0,
x € [a,b], y giramos dando una vuelta completa alrededor del eje OX,
entonces se engendra un cuerpo de revolucion cuya area lateral es

b
S = 27T/ f(@)\/1+ f'(x)2dx (9.3a)

y cuyo volumen es

V= 7T/b f(x)?dx. (9.3b)

Ejemplo 9.9 Veamos algunos ejemplos de aplicacion de estas féormulas.

(a) Evalia el volumen del sélido S formado por la rotacién 27 radianes de

la cicloide
x =a(t —sint), y = a(l — cost), 0 <t < 27.
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A J
x

Figura 9.5: Solido de revoluciéon generado por una cicloide

Solucion: Cuando t varia de 0 a 27, la variable x crece de 0 a 27a. Por lo
tanto, aplicando la formula para hallar el volumen de un sélido de revolucion
a la funcién y = y(x), se obtiene

2ma
v(S) = 7r/ y(x)*dx
0
haciendo el cambio de variable x = a(t — sint), 0 <t < 27, resulta

v(S) = 7T/027T[a(1 — cost)]?a(l — cost)dt = 5na’.

(b) Calcula el area de una esfera E de radio R.

Solucion: La esfera puede obtenerse por la rotacion 27 radianes de la grafica
de la curva y = vVR? — 22, —R < x < R. Aplicando la férmula para el drea
de una superficie de revolucion, resulta

R 2 R
a(E):27T/ \/RQ—xQ-\/l—i—%dx:Qw/ Rdz = 47 R>.
R - —R
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Ejercicio 9.16 Calcula el drea lateral de un cilindro circular recto de radio
a =5y altura h = 8 (H: el cilindro es un cuerpo de revolucién).

(Sol.: 807 )

Area de una superficie definida por medio de coordenadas polares

Sea f una funcién no negativa definida en el intervalo [a, b]. El conjunto de
todos los puntos de coordenadas polares (p, ) que satisfacen p = f(6) es
la grafica de f en coordenadas polares. La ecuacion p = f(0) es la ecuacion
polar de esa gréfica.

Ejemplo 9.10 Vemos dos ejemplos de ecuaciones polares a continuacion.

1. La circunferencia con centro (0,0) y radio 1 se representa por las ecua-
ciones 22 + 9> = 1 (coordenadas cartesianas) y p = 1 (coordenadas
polares).

2. La curva cuya ecuacién en coordenadas cartesianas es (22 + y?)3 = y?

se representa en coordenadas polares como

= p?sin’ 0
= sin? 4
= | sin 6|

= /| sind|

0
o
2
p

Si se tiene una curva definida por una ecuacién polar p = r(#), siendo r no
negativa y definida para 6 en un intervalo [a, b], entonces el area del dominio
S encerrado por la grafica de la funcién en el intervalo a < 6 < b viene dado
por la integral

b
a(S) = % / 2(6)d. (9.4)

Ejemplo 9.11 Ejemplos de aplicaciones al calculo de areas:

1. Calcula el drea de un sector circular de radio R y amplitud o < 6 < (3.
. s 2
Solucién: a(S) = %ff R?dO = %(ﬁ — ).
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2. Calcula el area de la region S limitada por la curva cuya ecuacién
polar es p = /| sinf)|.

Solucién: a(S) = 3 077/2 sin 0df = 2(cos 0 — cos 5 ) = 2.

Ejercicio 9.17 Hallar el area de un lazo de la rosa de cuatro hojas cuya
ecuacién en polares es r = 3 sin(26), 0 < 6 < 27.

(Sol.: 22 )

9.4. Problemas adicionales

Ejercicio 9.18 Halla el area de la regién limitada por la curva y = 23 +
z? — 2z v el eje OX.

(Sol.: 31

Ejercicio 9.19 Halla el drea de la regién limitada por la curva y = 23 —

3r +8ylasrectas y = —3x, = -3y x =0.
(Sol.: &)

Ejercicio 9.20 Halla el area de la region del plano comprendida entre la

curva y = 1722 y la parabola 2y = z2.
x

(Sol: T — %)

Ejercicio 9.21 Halla el area encerrada por la recta y = z — 1 y la parabola
y? = 22 + 6.

(Sol.: 18.)

Ejercicio 9.22 Halla el area acotada por el eje  y por un arco de la cicloide
x=r (t—sint), y=r (1—cost),
donde r > 0, y 0 <t < 27 (H: Aplica la Férmula (9.1a)).

(Sol.: 37r?)
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Ejercicio 9.23 Halla el valor de b para que la recta y = b divida el recinto
encerrado por las curvas y = 22 e y = 4 en dos regiones de igual area.

(Sol.: b= /16 )

Ejercicio 9.24 Un alambre delgado tiene la forma de la primera espiral de
la hélice a(t) = (cost,sint,t), t € [0,2x]. Halla su longitud.

(Sol.: 2v/2 1)

Ejercicio 9.25 Halla la longitud de la linea helicoidal cénica = = a e’ cost,
y = ae'sint, z = ael; desde el punto A(0,0,0) al punto B(a,0,a). (H: Al
punto A le corresponde un valor del parametro tg = —oo y al punto B el
valor ¢t = 0).

(Sol.: a/3.)

Ejercicio 9.26 Halla el volumen del sélido generado al girar la regién en-
cerrada por la parédbola y = 22 y la recta y = z, alrededor del eje OX una
vuelta completa.

(Sol.: 27)

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 206

Calculo - UJI



Tema 10

Integrales dobles y triples

Hasta ahora se han calculado el area de figuras geométricas planas elemen-
tales: el rectangulo, el circulo, el trapecio, etc. Pero, ;cémo calcular el area
de figuras no regulares? Una buena aproximacién puede ser la de dividir la
zona en pequenos rectangulos y sumar las areas de cada uno de ellos:

Figura 10.1: Mallado para la aproximacion del area

Esta idea era la que subyacia en la construccion de la integral que vimos
en el tema anterior y que nos permitié calcular longitudes de curvas, areas
limitadas por curvas y volimenes de cuerpos de revolucion. En este tema, se
generaliza el concepto de integral definida a funciones de dos o tres variables,
obteniendo las llamadas integrales de area o de volumen, respectivamente.
Esto nos permitira calcular el volumen de cuerpos limitados por superficies,
no necesariamente de revolucién. También permitira calcular areas median-
te integrales dobles sencillas que en el tema anterior resultaban algo mas
complicadas. Se empezard definiendo la integral sobre un rectangulo.
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10.1. Integrales dobles sobre rectangulos

Sea f(z,y) una funcién acotada sobre un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d]. Una
particion del rectangulo R son dos conjuntos de puntos {x;}7_q e {y;}]Lo,
satisfaciendo

a=xp<r1<T9<...<T,,=0 c=yYo <y <Y <...<ym=d

es decir, P = P} X P, donde P; y P» son particiones de [a,b] v [c,d],
respectivamente.

Se llama area de R a v(R) = (d—c)(b—a). Toda particién divide al rectangulo
R en n - m subrectangulos Rj;, = [zj—1,2;] X [yb—1,¥k), 5 =1,...,n, k =
1,...,m como se observa en la Figura 10.2.

Se llama norma de la particion P a

|P|| =max{v(R;x) : j=1,...,n; k=1,...,m}

y!l —————

Figura 10.2: Una particién del rectdngulo R = [a,b] X [c, d]

Considérese cualquier punto cj; del rectdngulo Rj y férmese la suma

n—1m-—1

S(F,P) =) flew)v(Rse)

j=0 k=0
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llamada suma de Riemann para f

En la siguiente grafica hemos representado las sumas de Riemann para la
funcién f(z,y) = z? + y? tomando como punto cjr el punto medio del
rectangulo y el punto inferior del rectangulo.

(a) ¢jx como punto inferior (b) ¢jk como punto medio

Figura 10.3: Sumas de Riemann

Definicién 10.1 Si la sucesién {S(f, P)} converge a un limite S, cuando
la norma de la particién tiende a 0, que es el mismo para cualquier eleccién
de cji, entonces se dice que f es integrable sobre R y se escribe

n—1m-—1
//R fz,y)dady = ”]Linnlojgo kZ:O Flejr)v(Rjr)

A continuacién se resumen las propiedades mas importantes de las funciones
integrables.

Teorema 10.2 Sean f y g dos funciones integrables sobre un rectangulo
R. Entonces
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. (Linealidad) f + g es integrable sobre R y

//R(f(:v,y)ﬂLg(x,y))dxdy:/Af(x,y)dxder//Rg(fv,y)da:dy

. (Homogeneidad) af es integrable sobre R, para todo o € R, y

[quwmwzaﬁémmMMy

3. (Monotonia) Si f(z,y) < g(x,y), para todo (z,y) € R, entonces

[Lﬂmwmws/ﬂAawmw

4. (Aditividad) Si R = PUQ con Py @ dos rectangulos cuya interseccion
es una linea recta o un punto o vacia, entonces

//Rf(a:,y)dxdy=//P f(x,y)da:dy%-//Qf(:y,y)da:dy

. (Valor absoluto) |f| también es integrable y se verifica

‘//R f(:v,y)dxdy‘ < //R‘f(x,yﬂdxdy

Un primer ejemplo de una amplia clase de funciones integrables la propor-
ciona el siguiente teorema

[\

(@38

Teorema 10.3 Toda funciéon continua sobre un rectangulo cerrado R es
integrable

Aunque la clase de las funciones integrables es mucho mas amplia, el teorema
anterior sera suficiente en muchos casos practicos.

En general, las funciones integrables son aquellas que son continuas salvo en
conjuntos "muy pequenos”.

Definicién 10.4 (Medida nula) Un subconjunto de R" tiene contenido
nulo si, dado € > 0, existe un ntmero finito de rectangulos que lo recubren
y la suma de sus volimenes es menor que €.
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Un subconjunto de R" tiene medida nula si, dado € > 0, existe una sucesién
(finita o infinita) de rectdngulos, R,,, que lo recubren y cumpliendo.

i V(R,) <€
n=1

El criterio general para saber qué funciones son integrables lo proporciona
el siguiente teorema

Teorema 10.5 (Criterio de Lebesgue) Una funcién definida en un rec-
tangulo es integrable Riemann si, y sélo si, el conjunto de puntos de discon-
tinuidad de la funcién tiene medida nula.

10.1.1. Calculo de integrales dobles

El célculo de una integral doble se realiza mediante el calculo de dos inte-
grales iteradas, de acuerdo al siguiente teorema:

Teorema 10.6 (Teorema de Fubini) Sea f una funcién integrable sobre
un rectdngulo R = [a,b] X [c, d].

1. Siparacada z € [a, b], la seccién transversal f,(y) := f(x,y), y € [, d],
es integrable sobre [c, d], entonces la funcién

= /Cd fz(y)dy

es integrable sobre [a, b] y se verifica

/Rf(x,y)dxdy:/abF dx_/ (/fxy >

2. Siparacaday € [c,d], laseccién transversal f,(x) := f(z,y), x € [a,],
es integrable sobre [a, b], entonces la funcién

- / ()

es integrable sobre [c,d] y se verifica

/ fa:ydxdy—/G /(/fwyd:c)
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F(xo)

Figura 10.4: El teorema de Fubini

Corolario 10.7 Si f es continua sobre un rectdngulo R = [a,b] x [c,d],
entonces

//Rf(:v,y)dwdyI/ab (/cdf(w,y)dy> dw:/cd (/abf(w,y)dw> dy

Ejemplo 10.1 Se desea calcular la integral doble [[ R x%y drdy siendo R =
[1,2] x [0,1].

Solucién: Dado que la funcién 2%y es continua en R basta aplicar el Teorema
de Fubini para obtener

2 1 2 Y2 y=1
// w2ydrdy = / (/ xzydy> dr = / [x —] dx
R 1 \Jo 1 2 | y=0

Y
2 22 #1772 08 17
= —dr = |— =—-——- ==
L2 6|]., 6 6 6

[\V]

Ejercicio 10.1 Calculese la integral anterior cambiando el orden de inte-
gracion.
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10.1.2. Integrales dobles sobre recintos acotados

Para generalizar el concepto de integral doble a recintos acotados se hace
uso de la funcion caracteristica

1, sizeA

1 —
A@) 0, siz¢g A
donde A C RZ.

Si el conjunto A es acotado y verifica que su frontera tiene medida nula,
entonces la funcién caracteristica es integrable sobre cualquier rectangulo R
que contiene a A y, en este caso, existe

o) = | /R La(, y)dady

que se llama la medida o drea de A. El conjunto A se dice, entonces, medible.

Entonces, dada una funcién integrable sobre un rectangulo R O A, se define

//Af(x,y)d:vdy = //R la(z,y) f(x,y)dxdy

En la figura siguiente puede verse graficamente este proceso, donde F'(x,y) =

La(z,y)f(x,y):

1 Gréfica de F(x,

Figura 10.5: Recinto acotado y funcién caracteristica

@ J.J. Font | S. Hernandez [ S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 213

Calculo - UJI



Esta definicién permite extender la integracién a recintos mas generales:
aquellos que son medibles.

Por tanto, hay que reconocer los conjuntos que son medibles. Para los obje-
tivos de nuestro curso basta aplicar, en general, el siguiente resultado:

Teorema 10.8 La grafica de una funciéon continua tiene medida nula; es
decir, si ®(x) es una funcién continua definida en un intervalo I, el conjunto

A={(z,y) : y=(x); v}

tiene medida nula.

En definitiva, los conjuntos cuya frontera esta formada por graficas de fun-
ciones continuas son medibles. En particular, pueden distinguirse dos tipos
de recintos:

Recintos de tipo 1
A={(z,y) €eR?® : a <z <b; gao(z) <y < gi(a)}

siendo go2(x), g1(x) funciones continuas en [a, b]. En este caso,

//Af(fv,y)dwdyzfab (/gj:j)f(w,y)dy> dx
g,(x)
/X/ /% gl(X)i

g,(x) g0 i g(x)

Figura 10.6: Algunos dominios de tipo I

Ejemplo 10.2 Se quiere calcular la integral

//D(x+2y)dydx
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donde D es la regién acotada por la pardbolas y = 222 e y = 1 + 22
Solucion:

En primer lugar, tras representar graficamente el dominio de integracion,
trazamos una recta vertical, L, que pase por el dominio D y marcamos los
valores de la variables y por donde entra y sale la recta L, como puede verse
en la siguiente figura.

Figura 10.7: Integracion sobre una region de tipo I

La regién de integracién es, por tanto, el dominio de tipo I:

D={(z,y)) —1<x<1;22% <y<1+2%)}

1422
// x + 2y) dyda:—/ / (z + 2y) dy dx
2

Ejercicio 10.2 Calcula la integral doble f fT rydzxdy siendo T el recinto
limitado por el tridngulo de vértices A(0,0), B(2,0) y C(1,1), expresando
T como un recinto de tipo I.

Luego:

(Sol.: %)

Ejercicio 10.3 Calcula la integral doble ffT x — ydxdy siendo T el recinto
limitado por el tridngulo de vértices A(1,1), B(2,4) i C(3,3), expresando T
como un recinto de tipo I.
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(Sol.: —

ol
SN—

Recintos de tipo II
A={(z,y) €R? : c<y<d; ly) <o <ha(y)}

siendo h1(y), ha(y) funciones continuas en [c,d]. En este caso,

| t@adzay = | ' ( / Tjj)f(:v,y)dw> dy

Figura 10.8: Algunos dominios de tipo II

Ejemplo 10.3 Calculemos la integral

// xy dy dx
D

donde D es la regién acotada por y =z — 1y 22 + 6 = 2.

Solucion: Después de representar graficamente el dominio de integracion,
trazamos una recta horizontal, L, que pase por el dominio D y marcamos
los valores de la variables  por donde entra y sale la recta L, como puede
verse en la siguiente figura.
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x= y72-3

</4\ x=y+1

(o,

Figura 10.9: Integracién sobre una region de tipo 11

Luego el dominio de integracién es el dominio de tipo II:

-2
D =
{y+1

4 r5(y°-6)
//:cydydx:/ / xydrdy =
D -2 Jy+1

Y 4
1
x 2

VANVAN
IA A

(y*> - 6)

Por tanto:

Ejercicio 10.4 Calcula la integral doble [[.zydxzdy siendo T el recinto
limitado por el tridngulo de vértices A(0,0), B(2,0) y C(1,1), expresando
T como un recinto de tipo II. Compara el resultado con el obtenido en el
Ejercicio 10.2.

(Sol.: %)

Ejercicio 10.5 Calcula la integral doble ffT(sc—y)dxdy siendo T el recinto
limitado por el tridngulo de vértices A(1,1), B(2,4) i C(3,3), expresando
T como un recinto de tipo II. Compara el resultado con el obtenido en el
Ejercicio 10.3.

(Sol.: —% )

Algunas regiones pueden escribirse indistintamente como de tipo I o de tipo
IT. En estos casos, se elige aquella que resulte més facil o méas corta. En el
siguiente ejemplo, se han calculado ambas para que se puedan comparar los
procedimientos.
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Ejemplo 10.4 Se desea calcular la integral doble [ fT xydzxdy siendo T el
tridngulo de vértices A(0,0), B(1,0) y C(0,2).

Solucioén: El recinto puede verse en la figura expresado como de tipo I o de
tipo II

Cx

Cx
15 y=2-2x

L
I

1

x=0
05
A
07 WA 06 08 ¥
y=0
(a) Recinto de tipo I (b) Recinto de tipo II

Figura 10.10: Un tridngulo como regién de tipo I y II

0<z<1
Para ello, si se expresa 1" como una region de tipo I: T =
0<y<2-2x

y, entonces

1 2—2z LT g21v=2"
// xydxdy / (/ Y dy> dx = / [a:?] dx
0o \Jo 0 y=0

1 _ 1
/ 3:(2 23: ) dr = / (23’} + 223 — 4;1:2) dx
0 0

z=1

2+1:__x_ 1+1_%—§
2 3., 2 3 6

S
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0<y<2
Si se expresa T' como un recinto de tipo II: T' =
0<w< 2

2 = 5
//xydxdy:/ / ryde |dy=...= =
T o \Jo 6

y, entonces

Ejercicio 10.6 Calcula la integral de la funcién f(z,y) = 2?y? sobre la
regién R del primer cuadrante limitada por las hipérbolas equilateras zy = 1,
ry = 2y las rectas y = 5, y = 3.

(Sol.: ZIn6 )

Ejercicio 10.7 Calcular el area de la region del primer cuadrante limitada
por las curvas zy = 2, zy =4, y = x, y = 3x.

(Sol.: In3 u? (unidades al cuadrado) )

10.1.3. Calculo de areas

Si se considera una funcién continua no negativa f(x,y) > 0 definida en un
recinto acotado medible A, entonces la integral doble

/ [ @) deay

tiene un significado geométrico claro: representa el volumen del sélido forma-
do por el recinto A como base, paredes laterales verticales y como superficie
superior la grafica de f(x,y).

Este resultado permite que, en el caso de integrar la funcién constante 1
sobre un recinto medible A, se obtenga el drea de dicho recinto (en realidad,
se obtiene el volumen de un prisma recto de base el recinto A y altura 1 que
equivale numéricamente al area de A). Es decir;

A= [[ Vawy
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Ejemplo 10.5 Vamos a utilizar esta propiedad para calcular el drea com-
prendida por la gréfica de las funciones y = sen(x) + 1 e y = cos(x) + 1 en
3m 5w

el intervalo [—<F, °F].

Solucidn:

Primer paso: Un croquis Para representar graficamente el drea que
queremos calcular, hallaremos en primer lugar, los puntos de intersecion de
las dos funciones que se encuentran en ese intervalo, es decir, igualamos las
dos funciones y obtenemos que:

sen(z) + 1 = cos(x) + 1
!

sen(z) = cos(x)

Luego los puntos de interseccion son

3t V2 T V2 50 /2
P=(——,—+1 Po=(—,—+1 Ps=(—,—+1
1 ( 4 9 + )7 2 ( y + )7 3 ( 47 2 + )
Como podemos ver en la grafica, Fig. 10.11 se obtienen dos dominios simétri-
cos que tienen el mismo area. Es por ello que calcularemos el area que nos
piden multiplicando por dos el area de uno de los dos dominios coloreados

en la grafica.

%

y=cos(x) + 12

Figura 10.11: Area entre dos graficas

Segundo Paso: Los limites de integraciéon en y Trazamos una recta
vertical, L, que pase por el dominio D y marcamos los valores de la variables
y por donde entra y sale la recta L. Como puede verse en la Fig. 10.11,
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esos valores son justamente los valores de las funciones y = sen(z) + 1 e
y = cos(z) + 1.

Por lo tanto el dominio D sobre el que tenemos que integrar es el dominio
de tipo 1:

;cos(z) +1 <y <sen(x)+1)}

Tercer Paso: Calculo de la integral Aplicando la férmula de integra-
cion sobre dominios de tipo I a la féormula de calculo de areas, tendremos
que:

51 ks
, T sen(@)+l 4 osen(z)+1
Area(D) :// 1dA = 2/ / ldydr = 2/ y]COS(x)-H dx
D T cos(z)+1 o

4
= 4V2

5w

=2 ﬁ ! sen(z) — cos(z) dr = 2 — cos(x) — sen(x)]

S

B

Ejemplo 10.6 Calcular el drea comprendida por la grafica de las funciones
y=zey=02-z)yx=0.

Solucion:

Primer paso: Un croquis Para representar graficamente el area que
queremos calcular, hallaremos en primer lugar, los puntos de intersecién de
las funciones que delimitan el dominio a integrar. Igualando las funciones se
tiene que:

r=(2—1x)?
!

2> —5rx+4=0
!

r=1yz=4

Luego los puntos que delimitan el dominio son

P =(0,0), P,=(1,1), P3=(2,0)
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Figura 10.12: Area entre dos graficas

Segundo Paso: Los limites de integracion en x Trazamos una recta
horizontal que pase por el dominio DD y marcamos los valores de la variable
x por donde entra y sale la recta. Como puede verse en la Fig. 10.12 esos
valores son y = x y © = 2 — /y. Por lo tanto el dominio D sobre el que
tenemos que integrar es el dominio de tipo II:

D={(z,y)/0<y<1l;y<z<2-y}

Tercer Paso: Céalculo de la integral Aplicando la férmula de integra-
cion sobre dominios de tipo II a la férmula de calculo de areas, tendremos
que:

Area(D) ://DldA:/Ol (/;_ﬂmx) dy:/ol [2]722V dy

3/2 y=1

1 2
:/o (2-Vy—ydy= [2,@—2%—%\/5)] :Ozg

Ejemplo 10.7 . Calculese el area del circulo unidad.

Solucién: Segun lo dicho

€)= [[ 1daay
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siendo C = 22 44> < 1.

Si se considera como un recinto de tipo I, debemos hallar las ecuaciones de
las dos curvas que delimitan el recinto por su parte inferior y superior, tal

y como se ve en la Fig. 10.13

Figura 10.13: Disco unidad

por lo que los limites de integracién seran

—-1<z<1

C =
—V1-2?<y<Vi-a?
Por tanto,
1 Vi—a? 1
//lda:dy:/ / 1 dy dq;:/ de:ﬁ
T =sint
y, haciendo el cambio de variable = cost di ™
r=—-1=t=-35

r=1=t=73

us

2 in(2t)]17=2
:/2 2cos’t dt = lt—i—sm( )] =T
_ o

B
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Mas adelante se vera que este tipo de integrales puede resolverse de forma
mas sencilla, aplicando el cambio de variables a la integral doble.

Ejercicio 10.8 Considera un triangulo isésceles con un vértice en el punto
(0,0) y los lados iguales sobre las rectas determinadas por y = |z|. Halla
qué altura, h, debe tener el tridngulo sobre el eje OY para que la circunfe-
rencia unidad lo divida en dos partes de igual &area.

(Sol.: h = Y27 )

10.2. Integrales triples

Las integrales triples no tienen ya mayor dificultad salvo la anadida por
una dimension mas. Los rectangulos anteriores se substituyen ahora por
rectdngulos tridimensionales, o sea, cajas R = [a,b] X [c,d] X [p,q]. Una
particién P de R es ahora P = P} X P, x P53 siendo P, P» y Ps particiones
de los intervalos [a, b], [c,d] y [p, q], con respectivamente.

Si P; tiene n + 1 puntos, P; tiene m + 1 puntos y Pj5 tiene r + 1 puntos, la
particién P = P; x P, x P53 divide al rectangulo R en n-m-r subrectangulos
Riji = [wi—1, %3] ¥ [yj—1, y;] X [2k—1, 2&); cada uno de los cuales tiene volumen

O(Rijr = (2; — 2i—1) (Y5 — yj-1) (2K — 2k-1)

Procediendo de forma similar al caso de dos variables, dada una funcion real
acotada f definida en R, se define la suma de Riemann correspondiente a la
particion de P de R como

SFP) =3 flair)v(Rij)
i=1 j=1 k=1
con T € ka

Definicién 10.9 Dada la funcién acotada f : R — R se define la integral
triple como el limite de las sumas de Riemann cuando || P|| tiende a 0:

n

///R f(z,y, z)dzdydz = ng%()Z J(@jr)v(Rj)

j=1
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siempre que dicho limite exista y sea independiente de la eleccién del punto
xijk.

Como antes, toda funcién continua es integrable y toda funcion acotada cu-
yas discontinuidades tienen medida nula es integrable. Asimismo se cumplen
las propiedades del Teorema 10.2.

Finalmente, el calculo de una integral triple puede reducirse al calculo de
tres integrales iteradas:

Teorema 10.10 Sea f una funcion integrable sobre un rectangulo R =
[a,b] X [c,d] X [p, q]. Si existe cualquier integral iterada, es igual a la integral

triple
//Rf(x,y,z)dxdydz:/ab (/d (/qu(x,y,z)dz> dy) d

:/Cd (/pq (/abf(x,y,z)dx> dz) dy

:[gq (/b (/cdf(x,y,z)dy) dx) dz

y asi sucesivamente hasta completar todas las ordenaciones posibles.

Ejemplo 10.8 Calcular la integral sobre R = [—1,1] x [0,2] x [1,2] de la
funcién f(z,y,z) = zyz

Solucidén: Se tiene que

/// xyz dxdydz =
R

1

/1<OZ(/12$yjciz)dy)dq; B
/( z 1dy>dx:/_1(/o o) @
- [,

1 y2 y=2 1
[—] dx = / 3xdr =20
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Ejercicio 10.9 Averigua cémo plantear la integral anterior para obtener el
resultado mas rapidamente.

10.2.1. Integracién sobre recintos acotados

Al igual que sucedia en el caso de integrales dobles, la integral triple sobre
recintos acotados se hace extendiendo la integral a un rectangulo y utilizando
la funciéon caracteristica:

///Q f(z,y, z) dedydz = ///R Flz,y,2) - xalz,y, 2) dedydz

siendo R un rectangulo que contiene a ().

Para el calculo de la integral, el procedimiento ahora consiste en expresar el
recinto en alguna de las formas siguientes:

Q={(x,y,2) : (z,y) € D,p1(x,y) <z < pa(x,y)}

siendo D = proyxoy (2) y ¢1, w2 funciones continuas.

Q= {(ﬁ,y, Z) : (.CL',Z) € D7¢1(x7z) <y< 902(1'72)}

siendo D = proyxoz(2) y 1, p2 funciones continuas.

Q= {(.’L’,y,Z) : (y7 Z) € D7Q01(y7 Z) Sz < QOQ(ya Z)}

siendo D = proyyoz() v ¢1, p2 funciones continuas.

A continuacién el recinto D C R? se expresa como de tipo I o de tipo II,
dando lugar a la integral iterada correspondiente.

Por ejemplo, en el primer caso, si D es de tipo Il en el plano XOY', se tendra:

a<y<p
Q= 91(y) <z < ga(y)
o1(z,y) < 2 < oz, Y)

y, por tanto,

///Q f(z,y,2) dedydz = /j (/:jj) (/w(w’y) oa(z,y) f(z,y, 2) dz) d;p) dy
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Ejemplo 10.9 Se desea calcular el volumen del tetraedro limitado por los
planos coordenados y el plano x+y+ 2z = 1. Para ello sera necesario calcular
[[Jq 1 dzdydz, siendo Q el tetraedro. Para calcular los limites de integracién
se proyecta el recinto sobre el plano XOY obteniendo el triangulo senalado
en la figura Fig. 10.14. Las variables (z, y) varian en dicho tridngulo, mientras
que z recorre el recinto desde la superficie inferior z = 0 hasta la superficie
superior z =1 —z — y.

Figura 10.14: Volumen de un tetraedro

Por todo ello resulta:

0<zx<1
0<y<l-=x
0<z<1l—2—y

2
Il
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y, entonces

///Qldxdydz:/ol /Ol_m (/01_$_yldz> dy) da

, 23 (1-231" 1 1 1
=|lz—a24+ =4+ ——— = ==
3 6 oo 3 6 6
Ejercicio 10.10 Calcular el volumen del cuerpo limitado por 22 = xy, x +

y=1Lx+y=2.

(Sol.: T2 43 )

10.3. Cambio de variable

Una transformacién en el plano es una aplicacion T : R? — R? con
T(u,v) = (x,y). Se llama determinante jacobiano de T" a

dz Oz

8(90, y) ou Ov
= 0 0

d(u,v) & 52

Teorema 10.11 (Dos variables) Sean D y D* dos regiones elementales
del plano y sea T : D* — D una biyeccién de clase C', cuyo determinante
jacobiano no se anula en D* . Entonces, para cualquier funcién integrable
f: D — R se tiene
O(z,y)
J[ e sty = [[ (rom)n

3w, v) dudv
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Cambio a coordenadas polares
Es el dado por la transformacién T : D* = [0, 1] x [0, 2r[— R? donde
(z,y) =T(r,0) = (rcosf,rsinb)

Puede probarse facilmente que T' cumple las condiciones del teorema de
cambio de variable y, ademas, su jacobiano es

ox Ox

d(z,y) | or 90 | | cosf —rsinf .,
o(r,0) % % | sinf  rcosf |

Supongamos que queremos calcular una integral doble [ [ f(x,y) dA cuando
R es un dominio como en la figura Fig. 10.15. La descripciéon de un dominio
de este tipo en coordenadas rectangulares parece bastante complicada, sin
embargo describir R en coordenadas polares nos simplificard bastante las
cosas.

Figura 10.15: Un anillo circular

En general, las coordenadas polares son adecuadas cuando el recinto de
integracion es un circulo de centro el origen (o un sector circular) o, al menos,
un circulo tangente al origen. En los siguientes ejemplos vamos a aplicar
dicho cambio y hay que tener mucho cuidado de no olvidar multiplicar por
r al hacer el cambio a coordenadas polares en la integral.

Ejemplo 10.10 Calculemos la integral doble [ [(3x+4y?) dA donde R es
la region circular que se encuentra en el semiplano superior y esta limitada
por las circunferencias 2% + 4> = 1 y 2% + y?> = 4, como puede verse en la
siguiente figura:
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Figura 10.16: Integracién en coordenadas polares

Solucién: La region R se describe como:
R={(r0)/1<r<2;0<6<m}
Por tanto:

[ [aevarya= [ (o coso) + a6 son@)?)raras

— /0 [ cos(6) +r* senQ(H)]:j df

= / 7 cos(6) + 15 sen?(#) df
0

/7r 7 cos(f) + % (1 —cos(20)) db

0
150 15 T 157w
7sen(0) + - 7 sen(26) N -

Ejemplo 10.11 Veamos como calcular el volumen del sélido que esta limi-

tado por los planos z = %, z =0y el cilindro 22 + y? = y.

Solucidn:

Este solido estd encima del disco que tiene como circulo frontera a la cir-
cunferencia

11 1\? 1
4yt =y = 1yt -y =0 = az2+y2—y—z—1 =0= 552+(y - 5) ~
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es decir, tiene como frontera la circunferencia de centro el punto (0,1/2) y

radio 3 (ver figura Fig. 10.17).

Si consideramos coordenadas polares, se tiene que este circulo se expresa
como:

22 4y? =y = r?cos?(0)+r? sen?(A) = rsen(d) = r% = rsen(f) = r = sen(
Por lo tanto, el disco sobre el que se encuentra el solido esta dado por:

D ={(r,0)/0<r <sen(d);0<6<m}

r = sen(0)

.//
=

=

'\\{y\\\

)
iy
W,

i
N

\77

0.2 0.4

(a) Sélido (b) Proyeccién en el plano XOY

Figura 10.17: Volumen de un cilindro circular

Aplicando la férmula de integracién en coordenadas polares:

1 w  psen(0) 1 7 .27 sen(f) ™ 2
Volz// —dA:/ / —rdrd@z/ T—] d0:/ sen"(6)
D3 o Jo 3 o 6]g 0 6

_/”1—(305(2(9)d0_ 0 sen(20)]" _ w
—Jo 12 12 24 |, 12

Ejemplo 10.12 Calcular el area encerrada por las hojas de una rosa de
cuatro pétalos, con ecuacién es r = cos(26).
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Solucién: Recordar que drea(D) = [[,1 dazdy. Como se observa en la
grafica, Fig. 10.18, para calcular el area encerrada por las hojas de una rosa
de cuatro pétalos, nos bastard con calcular el area encerrada en la mitad de
un sélo pétalo; es decir, el conjunto sobre el que vamos a integrar es

D ={(r,0)/0 <r <cos(20);0<6 < Z}

| T4

-0.5 0.5

=0.5

N -n/4

Figura 10.18: Una rosa de cuatro pétalos

Luego, el area que buscamos es:

cos(26)

i T [cos(20) I r2
Areaz//ldAzS/ / rdrd0:8/ —] do
P o Jo o 2]y
= 4/4 cos®(26) = 4/4 (COS(49) + 1)
0 0 2

—4 Q+M fa=T
2 8 )1, 2

Ejemplo 10.13 Calcula la integral / xy dxdy donde S es el recinto
S

S={(z,y) eR®/2*+y* <1}

Solucién: La ecuacién z? 4+ y? = 1 representa una circuferencia centrada
en (0,0) de radio 1. Asi, la inequacién z2 +y? < 1 corresponde a los puntos
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interiores a la circunferencia y, por tanto, el recinto S es el disco unidad re-
presentado en la Figura 10.19. Esta integral se resolvera utilizando el cambio
a coordenadas polares. Asi, el recinto S se transforma en

D*={(r,0) : 0<r<1; 0<6< 27}

-1.5 = -0.5

05

1.5

Figura 10.19: Disco unidad

// xy dedy = // (rcos@)(rsinf)r drdd =
S *
2m 1
= / (/ 73 cos A sin 6 dr) do =
0 0
r=1

27 7“4
= / cosfsind l—] df =
0 4 r=0

27
/ cosfsind =
0

lsin2 0] b=2m _0
2 lo—o

N N
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Ejercicio 10.11 Calcula [ [, z2dzdy siendo A el recinto comprendido entre
el rectangulo R = [—2,2] x [-2,2] y la circunferencia C = 2% + y? = 1.

(Sol.: & — )

Ejercicio 10.12 Calcula [f, e’ +¥” drdy siendo A la parte del circulo uni-
dad, z2 + 3% < 1, situada en el semiplano positivo de las x, = > 0.

(Sol.: Z(e—1))

En ocasiones, resulta conveniente dividir el recinto en partes y calcular la
integral sobre cada parte por separado

Ejemplo 10.14 Calcula la integral / z2ydzdy donde
T

T={(z,y) eR* /2> +(y+1)2 < 1, |z| > |y|}

Solucion: Para resolver la integral se utilizaran las integrales sobre C'y S,
siendo C circulo y S la parte interior del circulo que no estd en 7. De esta

forma,
2 _ 2 2
//wydmdy-//wydwdy—//x y dxdy
T C S

Sobre el circulo se emplea el cambio a coordenadas polares:

A+ =1

x =rcosf 2?4y +2y=0
= .

r“ +2rsinf =0

r=—2sinf

y =rsind

por lo que los limites de integracién son

T = T<60<27w
Tl 0<r< —2sinf
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y, entonces

2m —2sinf
// 22y dady = / (/ r?cos? @ rsinf r d’r) do
C T 0
2 —2sin 6
:/ cos’ 6 siné (/ r dr) df
T 0

on . r=—2sinf
:/ cos? 0 sin@ lg} do

r=0
2 _25
= / —= cos? 6 sin® 6 do
x 5

y, aplicando las formulas de reduccién,

_ 95 N7 27 2
_ 2 cosfsin' 6 n 1/ <in® 0 do
5 8 - 8 Jx

4 27
:—5/ sin® 0 do

y, de nuevo, aplicando ahora la férmula de reduccién

4 L) 0 ] 2m 2
// 22y dedy = —= ([M] + §/ sint 6 d@)
C 5 6 - 6J:

sin* 0 do

S
3

| wo

sin? 6 cos 9] 27
4 s

1

27
+ 1 /7T sin29d9>

o
3

NI~ W Wl

S— T

sin® 6 do

e, integrando,

L1L 0~ sinbcos) T
= ——|= (0 —sinfcos =——
2|2 - 4
Para la integral sobre S se tendra en cuenta que las rectas y =x e y = —x
7T

corresponden a las ecuaciones polares 6 = % y 0 = “F, respectivamente.
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Por tanto,

S

5 7
rcp<In
0<r<-2sinf

y, por tanto,

Im

//xzydxdy=/4
S 5w

Zﬁ

—2sin 0
(/ r2cos?0 rsinf r dr) do
0

i _25
:/ —~ cos?0 sin® 0 do
5 5

o
4

y, aplicando la féormula de reduccion,

5 7 -
//ac yda:dy——Q— [COSQSID 0] / sin® 0 do
s 5 -
———/ sin® 6 do
4

y, aplicando ahora la formula de reduccion

1 4 s
//x ydrdy = — — = (l_sm HCOSQ] / sin 9d9>
g 10 5
4
11 T
=10 30 3/5I sin” 0 df

i T
11 2 sin®f@cosf]* 3 [+ .,
=— == |[-— = in? 0 do
10 30 3([ 1 Lﬂ+4/5w S >
4

1
i

:—_————l 4sin20d0
2

e, integrando,
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Y, finalmente,

2 2 9 ™ 8 4 3m
dudy = dwdy — dody — -~ S T __4 o7
//Txyxy //CZL’y:cy//Sa:yxy 130 8 13 8

Ejercicio 10.13 Calcula la integral / e’ dxdy donde
T

T={(zy)€R*/ —2<2<2 ~1<y<2, y<a+2, y>z—2}

(Sol.: 3e2—e—1)

La extensién del resultado de cambio de variable a funciones de tres variables
es inmediato.

Teorema 10.12 (Tres variables) Sean D y D* dos regiones elementales
del espacio tridimensional y sea T : D* — D una biyeccién de clase C!,
cuyo determinante jacobiano no se anula en D*. Entonces, para cualquier
funcion integrable f : D — R se tiene

// f(z,y,2 dxdydz—///* foT) uvw)‘g((jg’w))

Cambio a coordenadas cilindricas

dudvdw

En la figura Fig. 10.20 puede apreciarse el significado de la coordenadas
cilindricas.

Figura 10.20: Coordenadas cilindricas
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Las ecuaciones del cambio de coordenadas y los nuevos limites de integracion
vienen dados por

T =rcosf r>0
y =rsinf 6 € [0, 27|
z2=2z zeR

siendo el determinante jacobiano:

Oz, y, 2 cos —rsinf 0
Y 2) sinf rcosf@ 0 |=r
8(1“, 9, Z) 0 0 1

Ejemplo 10.15 (Coordenadas cilindricas) Un sélido €2 esta limitado,
en el primer octante, por la grafica del semicono z = \/x2 + 42 y los planos
z=1,2=0,y=0. Se desea calcular la integral [[[,(z* + y*) dzdydz.

Solucion: Para ello se emplea el cambio a coordenadas cilindricas. Como se
ve en la figura Fig. 10.21, esta claro que z varia de la superficie del semicono
(de ecuacién z = r) al plano z = 1.

0.9.250

0.75

Figura 10.21: Integracién sobre un semicono

La proyeccién en el plano z = 0 del sélido produce el sector circular 22 41? <
1, x,y > 0. Por tanto, la coordenada r varia de 0 a 1 y la coordenada 6 de
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0 a Z. En definitiva,

INIA A
ST B
IAN IA A
— =N

y, entonces

///Q(a:2+y2)da:dydz:/ (/01 (/ rrdz) dr) o
e
-5

1 T
(Z") da_%

N

1—7“ dr) do

Ejercicio 10.14 Calcular la integral triple de la funcién f(z,y,z) = xyz
sobre la region ) que se encuentra en el primer octante (x > 0,y > 0,z > 0)
limitada por los paraboloides z = 22 + y?, z = 222 + 2y?, por los cilindros
xy =1, xy = 4, y por los planos y = x, y = dx.

(Sol.: T8 (In5 + 136) )

Cambio a coordenadas esféricas

En la figura siguiente, Fig. 10.22, puede apreciarse el significado geométrico
de las coordenadas esféricas.
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(677

(0)'¢

Figura 10.22: Coordenadas esféricas

Las ecuaciones del cambio de coordenadas vienen dadas por

x =rcosfsing r>0
y = rsinfsin ¢ 6 € [0, 27|
2 =1Co8¢ ¢ € [0, 7]

siendo el determinante jacobiano:

cosfsing —rsinfsin¢ rcos6coso
— | sinfsing rcosfsing rsinfsing | = —r’sing
cos ¢ 0 —rsin ¢

oz, y, z)
a(r,0,¢)

Ejemplo 10.16 (Coordenadas esféricas) Se desea calcular el volumen
de una esfera de radio R. La integral correspondiente es

o) = [[[ 1 dudya:

Solucién: Para ello, se introduce el cambio a coordenadas esféricas: al
aplicar el cambio de coordenadas a la ecuacion de la superficie esférica,
2?2 + y?> 4+ 22 = 1, resulta r = R. Como no depende de 6 ni ¢, estas dos
variables no tienen restricciones y, por tanto,

0<6<2r
0<r<R
0<o¢o<m

@ J.J. Font | S. Hernandez | S. Macario - ISBN: 978-84-692-7408-8 240

Calculo - UJI



y, entonces

///Sl dwddeZ/OQTr (/OR (/ONTQSin¢d¢) dr) do
/027r (/0er [~ cos ¢J55 dr) dezz/o% (/0372 dr) do

o 1,.377=R 3 o 3
2 4
0

r=0 3 0 3

u.v.

Ejercicio 10.15 Calcular [[[, (x +2z) dx dy dz, donde Q = {(z,y,2) :
1<2?24+9y2+22<9,2<0}.

(Sol.: —407 )

En ocasiones resulta imposible dibujar el recinto de integraciéon. En el caso
en que la superficie que encierra el sélido esté formada por una tnica ecua-
cion aun resulta posible, mediante un cambio adecuado de coordenadas,
calcular los limites de integracion, lo cual resultaria imposible de realizar en
coordenadas cartesianas.

Ejemplo 10.17 Calcula el volumen del sélido €2 encerrado por la superficie
de ecuacién (22 + y? + 22)% = z(2? + ¢?).

Solucion: Se aplica el cambio a coordenadas esféricas

(2 +y*+ 28?2 = z2(2* +97)
rt = rcos¢(r?cos® 0sin® ¢ + r? sin? O sin? ¢)
rt = 13 cos¢sin® ¢(cos? § + sin’ 6)
rt = rdcos $sin? ¢
r = cospsin®¢

Como debe ser cos¢ > 0, entonces ¢ € [0, 5]. La ecuacién anterior no

depende de 6, luego 6 € [0, 27|, por lo que los limites de integracién son

0<6<2r
0<9p<3
Ogrgcosgbsinqu
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con lo cual

v(Q2) = ///Ql dv = /O27T (/og (/OCOS¢Sin2¢rQSin¢ dr) dqb) do
:/0% (/0 Siwrg]r:mmm% d¢> d6

3 r=0

2 %
_ %/ (/ cos3¢sin7¢>d¢> a6
0 0

B

Ahora
/2c053¢sin7¢d¢: lw] +—/2008¢sin7¢d¢>
0 10 s=0 10 Jo
2 lsin%r:g
10 8 |40
1
40
y volviendo a la integral de volumen:
1 21 z 1 o 1
U(Q):...:—/ /2cos3¢sin7q§d¢ d@:—/ _dgzi
3 Jo 0 3), 40 60

Ejercicio 10.16 Calcula el volumen encerrado por la superficie de ecuacién
(22 + 12+ 22)° = a2 442 — 22

(Sol.: % ud)

10.4. Problemas adicionales

Ejercicio 10.17 Calcula [[g (2 + y* — 2y)dxdy siendo

S={(z,y) eR?* /2 +y* <1, y>|z|}
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(Sol.: § —

N
w%
N

)

Ejercicio 10.18 Calcula // x cos(x + y)dzdy siendo S el tridngulo de
vértices (0,0), (m,0) y (7T,7T).S

(Sol.: —31)
Ejercicio 10.19 Calcula la integral de la funcién f(z,y) = x?y? sobre la

regién R del primer cuadrante limitada por las hipérbolas equilateras xy = 1,
ry = 2y las rectas y = 5, y = 3.

(Sol.: £1n6 )
Ejercicio 10.20 Calcula el drea de la region del primer cuadrante limitada
por las curvas xy = 2,2y =4,y = x,y = 3.
(Sol.: In3 u?)
Ejercicio 10.21 Calcula el area encerrada por la lemniscata de Bernoulli
(x2 + y2)2 = 2a° (acg — y2).
(Sol.: 2a2 u?)
Ejercicio 10.22 Calcula el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide

hiperbdlico z = zy, el cilindro y = v2x y los planos x +y =4, y =0y
z=0.

(Sol.: 6 u? )

Ejercicio 10.23 Calcula el volumen del cuerpo limitado por la semiesfera
z2=+/2—x2—19y2yelcono z = /22 + 92

(Sol.: 4Z (v2—1) u?)

Ejercicio 10.24 Calcula el volumen del cuerpo limitado por la superficie
22=zyylosplanosz+y=1yx+y=2.

(Sol.: T2 43 )

Ejercicio 10.25 Calcula [[[,(2? + y* + 2%) dadydz, donde  es la regién

limitada por el cilindro z? + y? = 16,3 < z < 4.

(Sol.: 997 )

Ejercicio 10.26 Calcula [[[, (z 4 2z) dxdydz, donde § es la regién defi-
nida por {(z,y,2) : 1 < 2% +y> + 22 < 9,2 < 0}.

(Sol.: —407 )
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Tabla de primitivas

1.fcd$:cx
xr—f—l
2. "dy = —— -1
Jard 7“+1’T7é
3f1d |
.| —dr=lnz
T
4 me Jo. — — @M
[em dx —e
amx
5 mT dy =
fa v mlna

6. [ sin(z) dz = — cos(x)

7. [ cos(x) dz = sin(z)

8. [tan(x)dz = —In(cos x)
9. [ cot(x) dz = In(sin z)

1

5 dr =tanz
cos? x

10. [
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11.

12

13

14

15

16

17

18

1
[ —5—dr=—cotz
sin? z
1
. dr = arctan z
14 a2
| ——— dw = aesi
. [ ——— dx = arcsinzx
V1—22
— arc cos x

—1
| —=d
f\/l—x2 v

1 1 x
. [ —— dxz = = arctan (—)
a? + x2 a

L/
dx = arcsin | —
a

1
RV

x
dx = arccos | —
a

f_l
Ve

.f%dmzln(m—i—\/aﬂia?)
vVri+ta
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1

19. [sin*(ax)dx = %(x — sin(max) cos(mx))
20. [ cos?(azx)dx = %(az + sin(mx) cos(mz))

(a—b)cos((a+b)x)+ (a+b)cos((b—a)x)

21. [ sin(ax) cos(bz) dz = 202 _ 942

(b—a)sin((b+a)x)+ (b+a)sin((b—a)x)
2b% — 2a?

22. [ cos(ax) cos(bx) dx =

(b—a)sin((a+b)z)+ (a+b)sin((b—a)x)
202 — 2a?

23. [ sin(az)sin(bz) dz = —

an—1 -1
24. [sin"(az)dx = _sin™™ (az) cos(az) + - [ sin""?(az) dx
na n
n—1 : -
25. [ cos"(ax) dx = cos™” () sin(az) + - ! [ cos"2(azx) dx
na n
oon—1 m+1 -1
26. [ sin"(az) cos™(ax) dz = o ((CZTC:)G (ax)_i_:l T [ sin""%(az) cos™(az) dx
sn+1 m—1 -1
27. [ sin™(ax) cos™(ax) dx = = ((C;f)f(:)a (aa:)_’_Z—F o J sin"(az) cos™*(ax) da
) " n
28. [ 2" sin(az) dx = - cos(ax) + — [ 2" ! cos(ax) dz
a

29. [ z" cos(ax) dx = T sin(azx) — L [ 2" Lsin(ax) dx
a a

e (asin (bx) — bcos (b))
b2 + a?

30. [e“sin(bx) dx =
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% (bsin (bzr) 4 a cos (bx))
b2 + a?

31. [ e cos(bx) dx = c

n Aax
32. fx”eax dx = re Efx"_l e dx
a
2az+b
d 2 arctan (T)
33. [ ’ dac—b? (cuando b% — 4ac < 0)

a>+br+c Vdac — b?

34. f\/xQ:I:an:L'— \/xQ:taQi ln (:I;—i—\/xQ:taQ)

35. [2*Va?2 +a?dx = §(2x2 + a?)Vr? +a? - ln (:1;+ Va2 j:a2>

N, N
36.fx—+adx V2t aZ — <a+ € +a>
x x

2 — a? T
37. [ ———dxz = Va? —a? — aargsec (—)
a

X

1
—1In

38. [ T B a+ Vx4 a?
T ava?ta?2 a

X

1

a
39. (%)
[— \/ﬁ ~arccos

2

40. f\/m \/inaQZF—ln(m+\/x2ia2)
2 +a
m Va? £ a?

dx
/ 2222 £ a2 i
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2:|: 2 2:|: 2
_de:__wm(ﬂ GET

T T

12. [

2

43. [Va? — 22 dx = gvcﬂ — 24 % arcsin —
a

4
44. [2*Va? — 2?2 dx = —%(cﬂ —22%)Va? — 22 + % arcsin —
a

X

2 _ 2 2 _ 2
45,fudx:,r_x2_am<w— M)
xr

2 2
46.f—dx :—11n<—“+”“ 'r)

47.

2 _ .2 2 2

Vva T a® —x . T

48. f—dac:——aarcsm—
T a

2 a? T

— arcsin — —

f T d X
. —— Ar = —
\/@2—;1;2 2 a 2

49 a? — x?
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