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Prologo

La asignatura Fundamentos Matematicos de la Ingenieria de la titulacién de
Ingenieria Técnica en Disefio Industrial consta de 4.5 créditos tedricos, 1.5 créditos
practicos y 1.5 créditos de laboratorio. Tiene caracter troncal, anual y se imparte en
primer curso.

La asignatura estd dividida en tres partes bien diferenciadas: Algebra Lineal,
que se imparte durante el primer semestre, Calculo Diferencial e Integral, que se
imparte durante el segundo semestre y objeto del presente material, y las practicas
de laboratorio que se imparten en varios grupos, unos en el primer semestre y otros
en el segundo semestre.

Los estudiantes pueden acceder a la Titulacion de Ingenieria Técnica en Disefio
Industrial desde cualquiera de las siguientes opciones:

= COU. Opcion Ay C

Bachillerato LOGSE. Opcidn cientifico-técnica, artes y ciencias sociales

Acceso mayores de 25 afnos. Opcion cientifico-técnica, artes y ciencias socia-
les

FP 1II. Diferentes opciones
= Ciclos formativos de grado superior. Diferentes opciones
= Modulos profesionales de nivel III. Diferentes opciones

aunque la via de acceso predominante es el bachillerato LOGSE.

El material que aqui presentamos cubre los aspectos teoricos/practicos de la
segunda parte de la asignatura (Calculo Diferencial e Integral), sin pretender ser un
manual exhaustivo de los contenidos de la misma, ya que los créditos teoricos se
imparten una vez por semana, durante el segundo semestre, en sesiones de una hora
y media, y los créditos practicos se imparten una vez cada dos semanas, durante el
segundo semestre, en sesiones de una hora.

Este manual estd dividido en cuatro temas y cubre los aspectos fundamentales
del célculo diferencial e integral. Al ser la continuacion del manual docente Funda-
mentos Matematicos de la Ingenieria. Parte I: Algebra Lineal, el cual esta dividido
también en cuatro temas, el presente material comienza en el Tema 5.

En los dos primeros temas se hace un repaso de aspectos ya estudiados en el ba-
chillerato cientifico-técnico, como son el célculo diferencial e integral de funciones
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reales de variable real, ya que la via de acceso del bachillerato LOGSE no garantiza
que los estudiantes hayan estudiado matematicas en el bachillerato. En el tercer te-
ma estudiamos el calculo diferencial de funciones de varias variables y en el cuarto
tema estudiamos el calculo integral de funciones de dos y tres variables. Este tulti-
mo tema solo se ha podido impartir una vez en los ultimos diez afios que llevamos
impartiendo la asignatura debido, simplemente, a los pocos créditos asignados a la
asignatura.

En cada uno de los temas, ademas de exponer el contenido tedrico, se muestran
ejemplos sencillos que ayudan al estudiante a comprender los aspectos teoricos, y
ejercicios para profundizar en los mismos.

El texto presenta numerosos graficos en color y tres animaciones. Estas ani-
maciones s6lo se pueden visualizar con el ordenador y con el programa Adobe
Acrobat.
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Notacion

La notacion que emplearemos en este material es la estandar en matematicas.
Designaremos por N al conjunto de los nimeros naturales

N=1{1,234,..}
por Z al conjunto de los nimeros enteros
Z={ ., —4,-3-2,-1,01234,..}
por Q al conjunto de los nimeros racionales
Q={m/n:meZneN}

y por R al conjunto de los nimeros reales.
El resto de la notacion empleada se ira introduciendo en cada uno de los temas.
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Parte |I: Calculo Diferencial
e Integral



Tema 5

Funciones reales de una variable

5.1. Introduccion

En este tema vamos a estudiar las funciones reales de una variable real. En
concreto, empezaremos introduciendo el concepto de limite desde un punto de vis-
ta intuitivo, sin entrar en consideraciones formales que exceden las caracteristicas
de esta asignatura. A continuacidn, abordaremos la nociéon de funcidén continua
apoyandonos en la representacion grafica y viendo que una funcion es continua
si el limite coincide con el valor de la funcion.

Seguidamente, introduciremos la definicion de funcion derivable indicando que
el concepto de derivada se origind, en parte, por un problema geométrico: el proble-
ma de la tangente. El hecho de que la continuidad y la derivabilidad de una funcion
se definan mediante un limite, nos ha inducido a incluir algunas propiedades de los
limites y a completarlas con las tablas de indeterminaciones.

Finalizamos el tema con algunas aplicaciones de la derivada, centrandonos en
los problemas de maximos y minimos, y en la representacion grafica de funciones.

5.2. Definicion

Una funcion real de variable real es una aplicacion f : I — R definida en
un subconjunto / del conjunto de los nimeros reales R, que toma valores en R; es
decir, a cada x € [ le corresponde un nico valor f(x) € R.

Ejemplo 5.2.1
La funcién f : R — R que a cada = € R le hace corresponder f(z) = 22, es una
funcioén real de variable real. Por ejemplo:

Cuando no haya confusion, la funcion real de variable real anterior la denotare-
mos por f(x), indicando cudl es su variable, en este caso .
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Se llama dominio de una funcion de variable real f al conjunto mas grande en
donde se pueda definir f, en el caso de que no venga explicitado el conjunto inicial.
El dominio de f lo denotamos por Dom( f).

Ejemplo 5.2.2
El dominio de la funcion f(z) = 22, es: Dom(f) = R.
El dominio de la funcién f(x) = v/z, es: Dom(f) = [0, +00].

Ejercicio 5.2.1
Calcula el dominio de las siguientes funciones:

4+ —2 x+2

@ f(@) = 5o (b) f(x) = sen

Se llama imagen de una funcidn real de variable real f, y se representa por
Im(f), al conjunto

Im(f) = {f(z) : z € Dom(f)}

Se llama grafica de una funcioén f, al conjunto

{(z, f(z)) : © € Dom(f)} = {(z,y) € R? : = € Dom(f), y = f(x)}
al cual llamamos curva de ecuacion y = f(z).
En adelante, utilizaremos indistintamente los términos “grafica de la funcion f”

y “curvay = f(z)”.
Hay que hacer notar aqui que no todas las funciones se pueden representar por
curvas, como por ejemplo la funcion

)1 sizeQ
f(x){Q sire R—-Q

Ejemplo 5.2.3
La gréfica de la funcion f(x) = x? es la curva representada en color azul:

—2

Al final de este tema justificaremos que la gréafica de la funcion f(z) = z° es la
aqui mostrada.
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5.3. Limites y continuidad

En esta seccion vamos a introducir el concepto de limite de forma intuitiva, tal y
como hemos recalcado en la introduccion de este tema. Para una definicion formal
del concepto de limite de una funcidon de variable real se puede consultar el libro
de Bartle [1] o el texto de De Burgos [3]. La nocion de limite dara paso de forma
natural al concepto de continuidad, finalizando la seccion con uno de los teorema
mas importantes sobre funciones continuas: el teorema de Bolzano.

5.3.1. Limite de una funcion en un punto

El limite de una funcién en un punto es un concepto que nos va a permitir
conocer el comportamiento de la funcién en las proximidades de ese punto, pres-
cindiendo del valor que tome la funcion alli. No vamos a dar la definicion formal de
limite, sino que lo vamos a explicar mediante un ejemplo. Para ello nos apoyaremos
en la representacion grafica de funciones de variable real, aspecto que abordaremos
al final de este tema. Esta introduccion al concepto de limite la hemos extraido del
primer volumen del libro de Larson [5].

Supongamos que queremos estudiar el comportamiento de la funcién

3 =222+ —12

fla) =TS g

en las proximidades de z = 3.

De la tabla de valores
\ z 29 | 299 | 2.999 | 29999 | 3 | 3.0001 | 3.001 | 3.01 | 3.1
‘f(:[;) 15.31 ] 15.93 | 15.993 | 15.9993 | 7?7 | 16.0007 | 16.007 | 16.07 | 16.71

observamos que el numero f(x) se acerca a 16 tanto cuanto queramos tomando x
suficientemente cerca de 3. Esto se resume escribiendo:

lim f(z) = 16
r—3

y decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a 3 es igual a 16. Este hecho es
independiente del valor que tome f(x) en x = 3; en este caso, la funcion f(z) no
estd definida en = = 3.

Graficamente tenemos
Y

161
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En general, dada una funcién f : I — R, con [ C R, y un nimero ¢ € I,
se dice que un numero real [ es el limite de f(z) cuando z tiende a c si el numero
f(z) se acerca a [ tanto como queramos tomando x suficientemente cerca de c. Lo

denotamos escribiendo
lim f(z) =1

Tr—cC
Este hecho es independiente del valor que tome f(z) en x = c.

Se puede demostrar que el limite [, si existe, es Unico. El unico requisito aqui es
que el nimero real ¢ sea un punto de acumulacion del conjunto I; este concep-
to no lo abordamos en este texto y se puede consultar, entre otros, en el libro de
Bartle [1]. No obstante, generalmente el conjunto [ sera un intervalo y ¢ un punto
de ese intervalo o un extremo del intervalo.

En ocasiones puede ocurrir que

lim f(z) = f(c)

Tr—cC

Decimos entonces que hemos calculado el limite por sustitucion directa. Las funcio-
nes que cumplen esta propiedad se llaman funciones continuas y las abordaremos
mas adelante. Un ejemplo se puede ver en el siguiente

Teorema 5.3.1 (Limite de la funciéon identidad)
Sea f(x) =z, paraz € R, y sea ¢ € R. Entonces

lim f(z) = ¢
Ejemplo 5.3.1
El limite
limz =3
r—3

por aplicacion del Teorema 5.3.1.

El siguiente teorema nos permitira calcular algunos limites por sustitucion di-
recta.

Teorema 5.3.2

Seac € Ry f(z) = g(x) para todo = # ¢ en un intervalo abierto conteniendo a c.
Si existe el limite de g(z) cuando z tiende a ¢, entonces el limite de f(x) cuando x
tiende a c también existe, y

i _y
lim f(z) = lim g(z)
Otras propiedades importantes son las siguientes:

Teorema 5.3.3 (Limite de una funcion constante)
Si f(z) = K paratodo x € R, donde K € R, entonces

lim f(z) = K

Tr—cC
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Ejemplo 5.3.2
El limite
lim4 =3

r—3

en virtud del Teorema 5.3.3.

Teorema 5.3.4 (Limite de la suma)
Si existen los limites
lim f(z) =1, limg(z)=m

Tr—c Tr—cC
entonces
lim(f + g)(x) = [ +m

Ejemplo 5.3.3

El limite
lim(x+4)=7
z—3

una vez aplicado el Teorema 5.3.4 y los Ejemplos 5.3.1 y 5.3.2.

Teorema 5.3.5 (Limite del producto)
Si existen los limites
lim f(z) =1, limg(x)=m

Tr—cC Tr—cC
entonces
lm(f - g)(x) =1-m
Ejemplo 5.3.4
El limite
lim 22 = 9
z—3

en virtud del Teorema 5.3.5 y del Ejemplo 5.3.1.

Ejemplo 5.3.5

El limite
3 — 272 —12
I S S T
r—3 1‘—3
ya que
? — 207+ —12=(z—3)(2* +x +4)
y asi

limx3—2x2+x—12 — tm (x —3)(2* + 2 +4)

r—3 xr — 3 r—3 xr — 3 r—3

=lim(z* + 2z +4) =16

después de tener en cuenta los Teoremas 5.3.2 y 5.3.4 y los Ejemplos 5.3.3 y 5.3.4.
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Teorema 5.3.6 (Limite del cociente)
Si existen los limites

lim f(z) =1

r—cC

limg(z) =m #0
Tr—cC

entonces

lim(f/9)(x) =

Tr—C

Ejemplo 5.3.6
El limite

4+ +2 4
lIim—— ==-=2
z—1 T + 1 2

debido a los Teoremas 5.3.1, 5.3.3,5.3.4,5.3.5y 5.3.6.

Ejercicio 5.3.1
Calcula los siguientes limites:

x2—4
z—=2 13 — 6224+ 11z — 6

Las funciones polindmicas y las funciones racionales no son las tnicas funcio-
nes con las que vamos a trabajar ya que, en ocasiones, utilizaremos la funcién raiz
cuadrada, la funcion raiz cubica y, en general, la funcion raiz n-ésima, ademas de
las funciones trigonométricas y las funciones exponencial y logaritmo. En los dos
siguientes teoremas abordamos el calculo del limite de las funciones raiz cuadrada
y raiz ctibica, y a continuacidn establecemos el caso general del limite de la funcion

raiz n-ésima.

Teorema 5.3.7 (Limite de la funcién raiz cuadrada)
Dado ¢ > 0, se tiene que
lim /x = /¢

Tr—cC

Ejemplo 5.3.7
El limite

lim vz = V4 =2
r—4

como consecuencia inmediata Teorema 5.3.7.
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Teorema 5.3.8 (Limite de la funcién raiz cibica)
Dado ¢ € R, se tiene que
lim /= = /c

Tr—cC

Ejemplo 5.3.8
El limite

lim vz =+v—-8 = -2
r——8

después de aplicar el Teorema 5.3.8.

En general, se tiene el siguiente

Teorema 5.3.9 (Limite de la funcion raiz n-ésima)
Dados n € Ny c € R, se tiene que:

= Sinesparyc > 0, entonces

lim {/x = /c

Tr—cC

= Sinesimpary c € R, entonces

lim /x = /c

Tr—cC

En ocasiones, a la hora de calcular un limite no es suficiente con simplificar la
expresion; en el siguiente ejemplo presentamos otra técnica que consiste en multi-
plicar y dividir por la misma expresion con el fin de obtener un limite mas facil de
calcular.

Ejemplo 5.3.9
Vamos a demostrar que
I Vi —2 1

im = —
=42 —h5r+4 12

En primer lugar, aplicando los Teoremas 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5 y 5.3.7, obtenemos:

lim(v/z —2)=0

z—4
lim (z* — 5z +4) = 0
r—4
con lo que no podemos aplicar el Teorema 5.3.6, ya que el limite del denominador
es igual a cero. Como indicaremos mas adelante, estamos ante la indeterminacion:

0

0
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Esto significa que no podemos obtener el limite conociendo el limite del numerador
y el limite del denominador.

En segundo lugar, vamos a multiplicar numerador y denominador por la expresion
VT + 2, que se llama conjugado de /z — 2:

V=2  Jr—2 Jr+2
2 —b5r+4 22 —5r+4r+2
r—4
(22 = b5z +4)(Vr +2)
x—4 1
22 —br+4 \/r+2

Es facil comprobar que
, x—4 1
lim —m— = -
e—d g2 —br+4 3

ya que
r—4 r—4 1

22—5r+4 (z—1)(z—-4) z-1’

Teniendo en cuenta, entre otros, el Teorema 5.3.7, se tiene que:

x#1,4

1 1

Sy

Por ultimo, aplicando el Teorema 5.3.5, obtenemos:

. VI —2 , r —4 1 11 1
lim —~Y— = 1lim — .- —
o412 —br4+4  a—a\22—br+4\r+2 3 4 12

Ejercicio 5.3.2
Calcula el limite

. Va4 16—x—2
lim

z—3 2 — 6z +9

Limites laterales

En general, una funcion f(z) no tiene porqué estar definida a la derecha o a la
izquierda de un punto c en donde queremos calcular el limite, o bien, nos puede
interesar conocer el comportamiento de la funcion f(z) en las proximidades del
punto ¢ considerando sélo valores mas grandes o mas pequeios que c. En tales
casos, entre otros, se consideran los llamados limites laterales.

Cuando hablamos de limite por la derecha queremos decir que x tiende a ¢ desde
valores mayores que c. Esto lo denotamos escribiendo

lim f(x) =1

z—ct
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Analogamente, el limite por la izquierda significa que x tiende a ¢ desde valores
menores que ¢; lo denotamos escribiendo

lim f(x)=1
Tr—Cc—
Si la funcion esta definida a la derecha y a la izquierda del punto ¢ en donde quere-
mos calcular el limite, también se pueden definir los limites laterales y, ademas, se
cumple que:
lim f(z) =1l <= lim f(z)=10= lim f(x)
T—C z—ct T—c~
Los Teoremas 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4, 5.3.5 y 5.3.6 son validos también para
los limites laterales.

Ejemplo 5.3.10
El limite
T
lim |—|
z—0 I
no existe, ya que
T T
lim — = lim — = lim (—1) = -1
x—0— T x—0— T r—0~
y
T
lim |—| =lim —=Ilim1=1
=0t T =0t T r—0t
Como |
T T
lim |—|— 1#1=1 |—
z—0— T z—0t T
el limite
.
lim —
x—0
no existe.

5.3.2. Limites infinitos

Hay ocasiones en las que una funcion f no tiene limite (finito), debido a que,
por ejemplo, la funcién f crece (decrece) sin cota a medida que nos acercamos al
punto ¢, es decir, el valor de f(z) es mayor (menor) que cualquier nimero positivo
(negativo) que se considere tomando x suficientemente cerca del punto c.

Analicemos la siguiente funcion en las proximidades de x = 3:

De la tabla de valores

‘ x 2.9 1299 | 2999 | 29999 | 3 |3.0001|3.0013.01]3.1
‘f(fli) —10 | =100 | —1000 | —10000 | 7?7 | 10000 | 1000 | 100 | 10
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observamos que f decrece sin cota cuando x se acerca a 3 por la izquierda, y que f
crece sin cota cuando x se acerca a 3 por la derecha. Esto se resume escribiendo:

lim f(z) = —0c0, lim f(x)=+o0
z—3~ z—3+
y decimos que f(x) tiende a —oo cuando x tiende a 3 por la izquierda, y que f(z)
tiende a +oo cuando x tiende a 3 por la derecha.
Véase la figura adjunta:

=3

En general, decimos que f(z) tiende a 400 (—o0) cuando x tiende a ¢ (6 ¢~
6 c)si f crece (decrece) sin cota cuando x se acerca a ¢ (6 ¢ 6 ¢™). Evidentemente

lim f(z) = o0 <= lim f(z) = oo = lim f(z)

T—C T—c~ T—sct

El concepto de limite infinito da lugar a la siguiente

Definicion 5.3.1 (Asintota vertical)
Si f(x) tiende a +00 (6 —o0) cuando x tiende a ¢ (6 ¢~ 6 ¢), entonces decimos que
la recta z = c es una asintota vertical de la grafica de f (de la curva y = f(x)).

Por abuso de lenguaje podemos decir que la recta x = ¢ es una asintota vertical
de la funcién f.

El comportamiento de los limites infinitos con la suma, el producto y el cociente
lo analizaremos en el apartado 5.3.5.

Ejemplo 5.3.11
La recta x = 3 es una asintota vertical de la gréafica de la funcion

tal y como hemos visto en el ejemplo introductorio de este apartado. La justificacion
de este resultado se vera en el Ejemplo 5.3.15.
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5.3.3. Limites en el infinito

Aqui analizamos el comportamiento de funciones en intervalos infinitos. Consi-

deremos la funcidn:

622+ 1
I =35 9,13

La tabla de valores

r | —10000| —1000 | —100 100 1000 10000
f(x) ] 1.99967 | 1.99667 | 1.96683 | 2.03348 | 2.00333 | 2.00033

muestra que cuando x se hace cada vez mas grande (z crece sin cota, y lo denotamos
asi: x — +00), entonces f(z) se acerca cada vez mas al valor 2; y cuando = es
negativo y en valor absoluto se hace cada vez mas grande (x decrece sin cota, y lo
denotamos asi: © — —o0), entonces f () se acerca cada vez mas al valor 2. Esto se
resume escribiendo:
lim f(x)=2 lim f(x) =2
z—>—oof( ) ’ :c—>+oof( )

y decimos que f(z) tiende a 2 cuando x tiende a —oo, y que f(z) tiende a 2 cuando

x tiende a +o00, respectivamente.
Véase la figura adjunta:

622+ 1
32 —2x+3

Este ultimo concepto da lugar a la siguiente

Definicion 5.3.2 (Asintota horizontal)
Si existen los limites

lim f(z)=1 6 1lim f(z)=1

T—>—00 r—+00

entonces la recta y = [ es una asintota horizontal de la grafica de f (de la curva

y = f(z)).

Por abuso de lenguaje podemos decir que la recta y = [ es una asintota horizon-
tal de la funcion f.

Evidentemente, una funcion puede tener, a lo sumo, dos asintotas horizontales:
una correspondiente al limite cuando z tiende a +o00 y la otra, si es el caso, corres-
pondiente al limite cuando x tiende a —oo.
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Ejemplo 5.3.12
La recta y = 2 es una asintota horizontal de la gréfica de la funcion

622+ 1

1) = 3553

tal y como hemos visto en el ejemplo introductorio de este apartado. La justificacion
de este resultado se vera en el Ejemplo 5.3.16.

El comportamiento de los limites en el infinito con la suma, el producto y el
cociente lo analizaremos en el apartado 5.3.5.

5.3.4. Limites infinitos en el infinito

Para terminar, vamos a considerar los llamados limites infinitos en el infinito.
Sea la funcion

f(z) =2

Podemos observar que la funcidn f crece sin cota a medida que x crece sin cotay a
medida que = decrece sin cota. Esto se resume escribiendo:

lim f(x) =400, lim f(z)=4oc0

T——00 T—>+00

y decimos que f(z) tiende a +oo cuando x tiende a —oo y que f(x) tiende a +oo
cuando z tiende a 400, respectivamente.
Véase la figura adjunta:

Y

<
Il
8

X

A partir de esta grafica también deducimos que cuando z crece sin cota, y cuando x
decrece sin cota, entonces f crece sin cota.

@ Miguel Barreda / J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 20 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Es evidente que

lim 2= -0
r—r—00

lim = =400
T—+o0

Para completar el estudio de las asintotas de una funcion, veamos la siguiente

Definicion 5.3.3 (Asintota oblicua)
Si se cumplen las tres siguientes condiciones:

lim f(z) = o0

T—>+00
lim @ =m
r—+oo I
1i — =
Jim [f(x) —ma] =n
o las tres siguientes:
lim f(z) = o0
T—r—00

lim @ =
T——00 T
lim [f(x) —ma] =n

T—r—00

decimos que la recta y = max + n es una asintota oblicua de la grafica de f (de la
curvay = f(x)).

En la definicidn anterior el simbolo oo significa —co 6 4-00.

Por abuso de lenguaje podemos decir que la recta y = max + n es una asintota
oblicua de la funcion f.

Evidentemente, igual como sucede con las asintotas horizontales, una funcién
puede tener, a lo sumo, dos asintotas oblicuas: una correspondiente al limite cuando
x tiende a +o00 y la otra, si es el caso, correspondiente al limite cuando x tien-
de a —oco. Ademads, las asintotas horizontales y oblicuas correspondientes al limite
cuando z tiende a +00 (—o0) son incompatibles entre si.

Ejemplo 5.3.13
Larecta y = 2x — 6 es una asintota oblicua de la grafica de la funcion
222
J(w) = T+ 3
ya que
212 222 2
lfm f(z)= lim —— = lfm -2 = lim —— = 400

T—400 z—+oo T + 3 T—too T3 x—+oo | + 3
z x
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22

7 (x) ’ x+3 ’ 2‘%2
lim —= = lim = lim ———
r—+oo I r—+oo I z—+00 22 + 3z
222 2
, 2 ,
= lim =*— = lim 7 =2
z+o0 TZE3T z—+oo | 4+ 2
x? x
y
, 22 , —6x
lim (f(z) —2x) = lim —2z) = lim
T—+00 z—+oo \ x + 3 T e
—6x _6
= lim 5 = lim T = —
z——+oo TE3 z—+oo | 4+ 2
x x

Los mismos resultado se obtienen al calcular el limite cuando x tiende a —oo.
La justificacion de estos limites se vera en el Ejemplo 5.3.17.

5.3.5. Indeterminaciones

En la seccion 5.3.1 hemos enunciado algunas propiedades de los limites. A con-
tinuacion vamos a completar estas propiedades con los casos infinitos para la suma,
producto y cociente de dos funciones; ademas, utilizando las propiedades de las
funciones exponencial y logaritmo obtendremos el limite de la potencia de dos fun-
ciones.

En primer lugar, queremos observar que los unicos casos indeterminados con
las operaciones suma, producto, cociente y potencia son los siguientes:

SUMA oo — o0
PRODUCTO |(0-o00

COCIENTE 8

813

POTENCIA 1% 0° o

Un caso indeterminado o indeterminacion se produce cuando calculamos el limite
de la suma (producto, cociente, potencia) de dos funciones y no podemos determinar
el valor del limite conociendo sélo el limite de las dos funciones.

En el siguiente teorema completamos el resultado del Teorema 5.3.4 con el caso
no finito.

Teorema 5.3.10 (Limite de la suma de dos funciones)
Supongamos dos funciones f(x) y g(x) tales que:

lim f(z) =k 6 +00 6 — 00
Tr—cC
lmg(x) =106 +00 6 —o0

Tr—cC

Entonces, se tiene la siguiente tabla:
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fa)+g@) | 1| 400 | —oo
k k+1 +00 —00

400 400 +00 0 — 0
—00 —00 | |00 — 00 —00

El teorema también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —oo0.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 5.3.5.

Teorema 5.3.11 (Limite del producto de dos funciones)

Supongamos dos funciones f(x) y g(x) tales que:
lim f(z) =k 6 +00 6 — 0
Tr—cC

lmg(x) =106 +00 6 —0o0
r—cC

Entonces, se tiene la siguiente tabla:

f@)-glzx)|l<0]| =0 |1>0]| 40 —00
k<0 k-1l 0 k-1 | —oo +00
k=0 0 0 0 0-00]|]0-00
k>0 k-1 0 k-l | +oc0 —00
+00 —00 | 0-00f| +00 | +00 —00
—00 400 | 0-00|| —00 —00 ~+00

El teorema también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —o0.

En el siguiente teorema se generaliza el resultado del Teorema 5.3.6.

Teorema 5.3.12 (Limite del cociente de dos funciones)
Supongamos dos funciones f(x) y g(x) tales que:

lim f(x) =k 6 +00 6 — o0
r—c

limg(x) =16 +00 6 — 00
Tr—cC

Entonces, se tiene la siguiente tabla:
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f(z)/gz) | 1<0|1=0|1>0]|400 | —00
k k
k<0 — 00 — 0 0
[ [
k=0 0 0 0 0 0
0
k>0 — o0 — 0 0
) )
o o
+00 —00 00 400 || — —
o o
o o
—00 +0o0 00 —00 — —
o o

El teorema también es valido si se sustituye c por ¢, ¢*, +00 6 —oc.

En el teorema anterior el simbolo oo significa que el limite del cociente puede ser
+00 6 —oo dependiendo del signo del cociente entre [y g.

Ejemplo 5.3.14
Vamos a calcular el limite
i % 42
x—lgloo 3r2 -5+ 7

En primer lugar

2
lim (2* +2) = lim 2° <1 + —2) = +o0
x——+00 r——+00 T

5 7
lim (32 — 52+ 7) = lim a? (3——+—2) = 400
T—r—+00 T—r+00 X X

después de aplicar los Teoremas 5.3.10, 5.3.11y 5.3.12.
Decimos, entonces, que estamos ante la indeterminacion

o0

o

En segundo lugar, dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia del
denominador (z?) y aplicando los Teoremas 5.3.10 y 5.3.12, obtenemos:

2
, 2 +2 o 1+ S
lim ————— = lim —%—
w—+00 312 — b + 7 a—foo 3LZ=0z4T
x

1m 5 7—3
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El célculo de los limites de los polinomios del ejemplo anterior en el infinito
motiva la introduccion del siguiente

Teorema 5.3.13 (Limite de un polinomio en el infinito)
Dado el polinomio de grado n:

1

p(z) = apx™ + ap_12" " + -+ a1z + ag

es decir, a,, # 0, se tiene que

lim p(z) = lim a,z2" = ©
T—rFo0 T—rFo0

El signo del infinito depende de si n es par o impar (cuando x — —o0) y del signo
de a,,.

Ejemplo 5.3.15
Veamos la justificacion del limite calculado en el Ejemplo 5.3.11.

De acuerdo con el Teorema 5.3.12 se tiene que:

, o1
}g%f(a:) _alxlgéx—?)

=
El signo del infinito se puede obtener al calcular los limites laterales:

1 = i
Jim f(z) = lim o

= —0OQ

ya que al calcular el limite cuando x tiende a 3 por la izquierda, estamos consideran-
do valores de = proximos a 3 pero mds pequefios que 3, es decir: x < 3. Entonces
x —3 <0ycomol > 0, se tiene que

1
<0
x—3
cuando nos acercamos a 3 por la izquierda.
Igualmente
1i =i =
g S =l s = e

ya que, en este caso, x — 3 > 0 cuando tomamos valores proximos a 3 pero mas
grandes que 3.
Por lo tanto, la recta = 3 es una asintota vertical de la curva y = f(z).

Ejemplo 5.3.16
Veamos la justificacion del limite calculado en el Ejemplo 5.3.12.

De acuerdo con los Teoremas 5.3.11 y 5.3.10, se tiene que:

lim (62 + 1) = +o0

T—>+00

lim (32* — 2z 4 3) = 400

T—>+00
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El mismo resultado se obtiene al calcular el limite cuando x tiende a —oo.
Es decir, al calcular el limite

, , 622 + 1
L N S TR

estamos ante la indeterminacion
0

(0. 9]

Dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia del denominador (22),
se tiene

612 +1 6x2+1
2
lim )= lim — — lim —%
T—+00 f( ) a—+oo 312 — 20 +3 z—otoo _3352—2:5—&—3
x
) 6+ 6
= lim ——5"5=-=2

después de aplicar los Teoremas 5.3.10 y 5.3.12.
El mismo resultado se obtiene al calcular el limite cuando x tiende a —oo.
Por lo tanto, la recta y = 2 es una asintota horizontal de la curva y = f(z).

Ejemplo 5.3.17
Veamos la justificacion de los limites calculados en el Ejemplo 5.3.13.

Los limites calculados en el Ejemplo 5.3.13 son consecuencia inmediata de los Teo-
remas 5.3.10y 5.3.12.
Por lo tanto, la recta y = 22 — 6 es una asintota oblicua de la curva

22

T+ 3

y:

Utilizando la misma técnica empleada para calcular los limites de los Ejem-
plos 5.3.13, 5.3.14, 5.3.16, se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 5.3.14 (Limite de una funcion racional en el infinito)
Dados dos polinomios

P(x) = ama™ + a1 2™ 4 a4 ag
q(7) = bpx™ 4+ by 2" - by + b

de grados m y n, respectivamente, es decir, a,,, # 0y b, # 0, se tiene que:
1. Sim < n, entonces

m 2 —
r—+o0 q({,(,’)
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2. Si m = n, entonces

3. Sim > n, entonces
m 2 _
T—+00 q(x)

El signo de este infinito depende de m y n, y del signo de a,, /b,.

El mismo resultado se obtiene al calcular el limite cuando x tiende a —oo.

Ejercicio 5.3.3
Determina las asintotas de las graficas de las siguientes funciones:

@ fla) = ) 1) =

© flz) = ‘f;—ﬁ)” @ fl)=

@ J(@) = 5 ") f(:v)zmgl+1

- i sy =

() flz)= mi__‘ix 0 f(x) =2+ %
Ejemplo 5.3.18

Vamos a calcular el limite

l{im (\/x2+x—1—\/x2+3x—2)

r—+00

En primer lugar

1
lim (22 +2—1)= lim x2<1—|————>:+oo

T—+00 T—>+00
) 9 ) 9 3 2
lim (z°+3z—-2)= lim 271+ - —— ) =+o0
T—+00 T—+00 T T

en virtud de los Teoremas 5.3.10, 5.3.11 y 5.3.12. Por tanto, estamos ante la inde-
terminacion

o0 — 0
ya que se puede comprobar que si una funcion tiende a +o00, entonces su raiz cua-
drada también tiende a +o0.
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En segundo lugar, para resolver la indeterminacion vamos a multiplicar numerador
y denominador por el conjugado del numerador:

lfm (\/x2+x—1—\/m2+3m—2> _

T—>+00
y (Va2 +2—1— Va2 +3z-2) (Va2 + 2 — 1+ Va2 + 32 — 2)
fm
@—+00 Va2 +x—1+ V22 +3x -2

es decir

+2—1)— (¢ +3z -2
lim (Va?+o—1-Va? 32 -2) = Iim (@ tr—1)—(+3r—2)
e ertoo /a2 £ o — 1+ Va? + 3z — 2
. —2x +1
= lim

e=too /22 + 1 — 1+ V22 + 37 — 2

De esta forma, hemos transformado la indeterminacion de partida en la indetermi-
nacion
(0. 9]

(0. 9]

Para finalizar, vamos a resolver esta indeterminacion dividiendo numerador y deno-
minador por la mayor potencia del denominador (en este caso se dice que es x):

—2z+1
g 2 — — 2 —_ s { x
:pEIJ{loo (\/CC tz-1 \/CC +3z 2) mginoo Valto—14+vVa2 432
) —2+1
= 11r+n <
z——+00 24— z243z—
VR
, —2+41
= lim =
-2 -2
= — = — = —1
1+1 2

Aqui hemos tenido en cuenta los Teoremas 5.3.10y 5.3.12.

Ejercicio 5.3.4
Calcula los siguientes limites:

(@ lim (\/x2 Y30 -Vt 1 :c)
T—r+00
o +2
) lm — 2"
=400 /513 + 61 — 1

© I 323 + 422 — 5+ 6
im
z——oco  Hr? — 9z + 11
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La indeterminacion
0-00

se puede transformar en una de las dos indeterminaciones del cociente

0
0

813

9

de la siguiente forma. Supongamos que tenemos dos funciones f(x) y g(x) tales

que
lim f(z) =0
lim g(z) = +00 6 — 0
xr—c

Entonces:

Tr—C

i £(@) g(x) = {00} = 1im £ :{

)

:mﬂ@:{f}
r—c —— o0

f(x)

El resultado anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —o0.

Ejemplo 5.3.19

El limite
-3
lim z1n *
T—+00 T+ 3
presenta la indeterminacion
0-00
ya que
lim z =400
r——+00
g 3
lim In =
T—+00 X 3
porque
, x—3
lim =
T——4o00 T + 3
Y 3
fm 22 —nl=0
T—+00 xr + 3
Entonces, escribiendo
-3 In =3
lim zln = lim f+3
T—+00 T+ T—+00 Z
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transformamos la indeterminacion

0-00
en la indeterminacion
0
0
ya que
3
lim In =
z—=too x4+ 3
Yy
i 1
Im — =0
T—+00 I
El limite L
ln .'E—+3

lo calcularemos en el Ejemplo 5.5.11.
La indeterminacion
0- 00

también se puede transformar en la indeterminacion

00
00
escribiendo
) r—3 T
lim zln = —
T—+00 r+3 T3

In =73

aunque este limite es mas complicado de calcular que el de partida.

En el siguiente teorema damos las propiedades del limite de la potencia de dos
funciones.
Recordemos que si f(z) y g(x) son dos funciones tales que f(z) > 0, entonces

se puede definir
f(x)g(w) — e9(@)In(f(2))

de donde queda claro porqué la funcion f tiene que ser positiva.
En este caso, al ser la funcion f positiva, si

lim f(z) =k €R

T—C

entonces k£ > 0. Ademas, al ser la funcion f positiva, ésta no puede tender a —oo.
Este resultado también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢, +00 6 —o0.
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Teorema 5.3.15 (Limite de la potencia de dos funciones)

Supongamos dos funciones f(x), con f(z) > 0,y g(z) tales que

limf(z) =k>0 06 + 0

r—cC

lmg(x) =106 +00 6 —0o0
r—c

Entonces, a partir de las propiedades de la funcion exponencial y de la funcion
logaritmo, y teniendo en cuenta el Teorema 5.3.11, se tiene la siguiente tabla:

f@)9@) | 1<0]1=0]1>0]+00 | —o0
k=0 o0 | |0° 0 0 | 400

O<k<1| K 1 K 0 | 400
k=1 1 1 1 10| | [1o0
k>1 k! 1 K| 400 | 0
00 0 o?| | +oo | 400 | 0

El teorema también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —oo.

Ejemplo 5.3.20
El limite

) 2% + 3 —4z242
lim = 400
z—+oo \ D + 1

teniendo en cuenta el Teorema 5.3.15, ya que

2r+3 2

lim =
z—+oo B + 1 5

lim (—42® +2) = —oc0

r—-+00

La indeterminacion
0°

se puede transformar en la indeterminacion

0-00
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Para ello basta considerar dos funciones f(z), con f(z) > 0,y g(x) tales que

lim f(z) =0
mele) =0

y escribir
lim f(:c)g(m) = { 0° } — lim e9@) Inf(=)
Tr—cC Tr—cC

Se puede demostrar que
limIn f(x) = —o0

T—C

y por tanto, el limite
lim g(z) In f(x)

Tr—cC

presenta la indeterminacion
0- 00

El resultado anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —oc.

Ejemplo 5.3.21
El limite
lim x*
z—0t
presenta la indeterminacion
00
ya que
lim =0
z—0t

Entonces, escribiendo
lim z* = l{im e*™®
z—0t z—0t

transformamos la indeterminacion

00
en la indeterminacion
0-00
ya que
lim =0
z—0t
y
lim Inz = —oc0
z—0*
El limite

lim em Inz
z—0t

lo calcularemos en el Ejemplo 5.5.12.
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La indeterminacion
1 o0

se puede transformar en la indeterminacion
0-00
Para ello basta considerar dos funciones f(z), con f(x) > 0,y g(z) tales que

lim f(z) =1

Tr—cC

lim g(x) = 400 6 — o0
r—c

y escribir
lim f(:c)g(m) = { 100 } — lim e9®) Inf(z)
Tr—cC Tr—cC

Se puede demostrar que
limln f(x) =0

Tr—cC
y por tanto, el limite

lim (g(x) In f(x))

r—c
presenta la indeterminacion
0- 00

El resultado anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, 400 6 —oc.

Ejemplo 5.3.22
El limite
lfim 21
z—1
presenta la indeterminacion
100
ya que
limzx =1
z—1
y
) 1
lim =00
r—1 1 — X

Entonces, escribiendo

1 1
lim 7= = lim eT—= »*
x—1 z—1

transformamos la indeterminacion
1 o
en la indeterminacion

ya que

lIimnz =0
rx—1
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lim =0
rz—1 1 — X
El limite
1
lim e1-= @
z—1

lo calcularemos en el Ejemplo 5.5.13.

La indeterminacion

OOO

se puede transformar en la indeterminacion
0-o00
Para ello basta considerar dos funciones f(z), con f(x) > 0,y g(z) tales que

lim f(z) = 400
Tr—cC
limg(x) =0

r—cC

y escribir

lim f(z)9® = { oo } — 1{m e9@) nf(z)
T—C T—C
Se puede demostrar que

limIn f(x) = 400

Tr—cC

y por tanto, el limite

lim (g(z) In f(z))

Tr—cC

presenta la indeterminacion
0- 00

El resultado anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —oo.

1 tgx
lim (—)
z—0t \ T

Ejemplo 5.3.23
El limite

presenta la indeterminacion

00
ya que
o1
lim — =400
=0t X
y
i . osenx
lim tgx = lim =0
z—0t z—0t COS T
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Entonces, escribiendo

z—0t \ & z—0t z—0t

1) %" :
lfim (—> = lim e®*"s = lfm e~ ®oM?

transformamos la indeterminacion

00
en la indeterminacion
0-00
ya que
lim tgx =0
z—0t
Yy
Iim Inz = —oc0
z—0+
El limite

lim e~ tgxlnz
z—0t

lo calcularemos en el Ejemplo 5.5.14.

La indeterminacion
00 — 00

se puede transformar en la indeterminacion
0-00
Para ello basta considerar dos funciones f(z) y g(x) tales que

lim f(z) = 400, limg(x) = —oc0

(0]

h’in f(z) = —o0, h’in g(x) = 400
y escribir

1 1
)+ 9t0) = 1ol (1 - 715
ya que
lim f(2)g(a) = o0

y

i (0~ 7)) -

El resultado anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢, ¢*, +00 6 —o0.

Veremos mas ejemplos de limites después de abordar la regla de I’Hopital.
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5.3.6. Continuidad

Cuando una funcion admite representacion grafica en el plano, el término conti-
ninuidad tiene el mismo sentido en matematicas que en el lenguaje ordinario. Decir
que una funcién f es continua en el punto ¢ significa que la curva y = f(x) la
podemos dibujar, en las proximidades del punto c, sin levantar el 1apiz del papel.

La siguiente figura muestra la representacion grafica de una funcion f que no es
continua en los puntos ¢y, ¢o, ¢3 €a, b:

Y

|
I
I
| |
| |
| |
| |
| I
I I
| |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I |
{ {
I I
a c1 Co C3 b X
En los demas puntos del intervalo |a, b] 1a grafica no se interrumpe; decimos que
la funcion f es continua en esos puntos.
La funcién f no es continua en el punto ¢; porque no esta definida en ese punto.
La funcion f no es continua en el punto ¢, porque no existe el limite de f(x)
cuando x tiende a cs.
La funcion f no es continua en el punto c3 porque, aun existiendo el limite, éste
no coincide con el valor de la funcién en el punto cs.

Estas reflexiones nos ayudan a entender la siguiente definicion

Definicion 5.3.4 (Continuidad)
Una funcién f :]a, b— R es continua en el punto ¢ €|a, b[ si

lim f(z) = f(c)

La misma definicion sirve si a = —oo y/o si b = +o0.

La funcién f es continua en el intervalo |a, b[ si lo es en todos los puntos del inter-
valo.

Si el intervalo es cerrado por la izquierda, [a, b], decimos que la funcién f es conti-
nua en el punto a si

lim f(z) = f(a)

z—at
Si el intervalo es cerrado por la derecha, |a, b], decimos que la funcion f es continua
en el punto b si

lim f(z) = f(b)

z—b—
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Ejemplo 5.3.24
La funcion f(z) = |z| es continua en = = 0, ya que

lim f(z)= lim (—x) =0

z—0~ z—0~
Im f(x)= lim =0
z—0t f< ) z—0t

Por tanto

lim f(z) =0 = f(0)

z—0

Ejercicio 5.3.5
Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

r+2 siz<O0

@ f(x):{2x+3 siz>0 r=0.

(b) f(x) =tgx en x =7/2.

x—1 )
3 siz <1
() f(x)= i - en z = 1.

Ejercicio 5.3.6
Dada la funcion

2> —br+a siz<l1l
f(x) = ) .
—x* + ax stx >1

determina el valor del pardmetro a para que la funcién f sea continuaen x = 1.

Teorema 5.3.16 (Algebra de funciones continuas)
Sean fy g dos funciones continuas en un punto ¢ € R y sea & € R. Entonces:

1. k- f es continua en el punto c.
2. f + g es continua en el punto c.
3. f - g es continua en el punto c.

4. f/g es continua en el punto csi g(c) # 0.

En este ultimo teorema no hemos explicitado el dominio de las funciones f
y g; entendemos que tales funciones pueden estar definidas en cualquier tipo de
intervalo.
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Teorema 5.3.17 (Continuidad de las funciones elementales)

Las funciones elementales, es decir, los polinomios, las funciones racionales, las
raices, las funciones trigonométricas y sus inversas, la funcién exponencial y la
funcion logaritmo, son funciones continuas en sus respectivos dominios de defini-
cion.

Ejemplo 5.3.25
La funcién

1
fla) =~
es continua en el intervalo |0, 1], ya que dado cualquier ¢ €]0, 1] se tiene
. 11
i S0 =lim =2 =70

en virtud del Teorema 5.3.16 y puesto que ¢ # 0.
Este hecho, ademas, es inmediato debido al Teorema 5.3.17.

Ejercicio 5.3.7
Determina en qué puntos del intervalo |0, 2[ es continua la funcion

x?—1

rz—1

fx) =

A pesar de que el Teorema 5.3.16 nos proporciona una gran cantidad de funcio-
nes continuas, hay otras funciones, como por ejemplo

h(z) =+v1—x?

que no podemos estudiar directamente su continuidad mediante el citado teorema.
El siguiente teorema resuelve esta situacion.

Teorema 5.3.18 (Continuidad de la composicion de funciones)

Sea f : I — R, donde I es un intervalo, una funcioén continua en un punto ¢ € [/
yseag:J — R, donde J es un intervalo tal que f(/) C J, una funcion continua
en el punto f(c) € J. Entonces la funcion compuesta

gof: I — R
r — (9o f)(x) =g(f(x))

es continua en el punto c € I.

Ejemplo 5.3.26
Vamos a demostrar, con la ayuda del teorema anterior, que la funcion

h(z) =+vV1—a?
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es una funcion continua en el intervalo [—1, 1].

En primer lugar, ya que
1-2>>0, Voel-1,1]

deducimos que el dominio de la funcién f es el intervalo [—1, 1]. La afirmacion
anterior la justificaremos cuando veamos el teorema de Bolzano.
En segundo lugar, observemos que

h(m) = (g © f)(x) , Vxe [_17 1]

siendo
fl@)=1-2", g(y) =y
ya que
(9o N)@) =g(f(x)) =g(1—2*) =V1-a?= f(z), Vrel[-11]
Pero la funcion f es continua en R, y por tanto f es continua en el intervalo [—1, 1],
y la funcién g es continua en el intervalo [0, +o0o[; ademas, f([—1,1]) C [0, +o0],
ya que como hemos indicado mas arriba f(x) = 1 —2* > 0, Vz € [-1,1]. Por

tanto, aplicando el Teorema 5.3.18, obtenemos que la funcién A es continua en el
intervalo [—1, 1].

Ejercicio 5.3.8
Halla el intervalo en el que la funcion

es continua.

Teorema 5.3.19 (de Bolzano)
Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a, b] tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces,
existe un ¢ €|a, b[ tal que f(c) = 0.

Geométricamente, el teorema de Bolzano afirma que la grafica de una funcion
continua que pasa del semiplano superior al inferior (o viceversa) tiene que cortar
en algun punto del eje X.

Una aplicacion importante del teorema de Bolzano es la aproximacion de raices
de ecuaciones (método de biseccion).

Ejemplo 5.3.27
Vamos a calcular una raiz de la ecuacién

22 —=3r+1=0

con una cifra decimal exacta.
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Para ello, consideramos la funcion
flx) =2 -3z +1

la cual es continua en R.
Pero

f(=2)=(-2°-3(-2)+1=-84+6+1=-1<0
f(=1) = (=12 =3(-1)+1=—-1+341=3>0

Entonces, como f es continua en el intervalo [—2, —1] y
f(=2)- f(=1) <0
aplicando el teorema de Bolzano, obtenemos que
dee]—=2,—-1]: f(e)=0

Este valor de c es, por tanto, una raiz de la ecuacion 2> — 3z +1 = 0.

Para obtener la raiz con una cifra decimal exacta, dividimos el intervalo [—2, —1]
en diez subintervalos de la misma longitud y calculamos el signo de la funcion f en
cada uno de los extremos de cada uno de los subintervalos. En concreto, como

f(=1.9) = (-1.9)® —=3(-1.9) + 1= —6.859 + 5.7+ 1 = —0.159 < 0
f(=1.8) = (—1.8)> = 3(=1.8) + 1= —5.832+ 5.4+ 1 = 0.568 > 0
y al ser f continua en el intervalo [—1.9, —1.8], aplicando el teorema de Bolzano,

obtenemos que
Jdee]—19,-18: f(e)=0

Al resolver el Ejercicio 5.3.9 se justifica que ¢ es la misma raiz anterior.
Por tanto, —1.8 es una aproximacion de la raiz ¢ de la ecuaciéon 2® — 3z +1 = 0
con una cifra decimal exacta.

Ejercicio 5.3.9
Obtén las otras dos raices de la ecuacidon

2> —3x+1=0
con una cifra decimal exacta.

Una segunda aplicacion del teorema de Bolzano consiste en el calculo del signo
de una funcién conocidos todos sus ceros.

Ejemplo 5.3.28
Vamos a calcular el signo de la funcion f(x) = 1 — z%; de esta forma quedara jus-
tificado el resultado empleado en el Ejemplo 5.3.26 que afirmaba que

1—2>>0, Vrel-1,1]
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En primer lugar
-2’ =0<=2=l<=a=-16x=1(r==%1)

En segundo lugar, al ser f una funcion continua en R, vamos a demostrar que f tiene
signo constante en cada uno de los tres intervalos | — oo, —1[, | — 1, 1[ y |1, 400, es
decir:

f(x)>006 f(x) <0, Ve e]—

flz)>006 f(z) <O, ‘v’xe]—ll[

f(x)>006 f(x) <0, Vo ell,+o0]
P

Veamoslo, por ejemplo, para el intervalo |1, 4+00].
| — 1, 1] se hace de forma analoga.

Supongamos que f no tiene signo constante en el intervalo |1, +oo[; entonces tiene
que existir un punto ¢; €]1, +oo[ tal que f(c;) > 0y otro punto ¢y €]1, +o0] tal
que f(c2) < 0; supongamos sin pérdida de generalidad que, por ejemplo, ¢; < cs.
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion f en el intervalo [c;, ¢5], obtenemos
que existe un ¢z €cy, cof tal que f(c3) = 0; de aqui se obtiene que c3 es una raiz de
la ecuacion 1 — 22 = 0, c5 # —1, 1, de donde llegamos a una contradiccion ya que
las Uinicas raices de la ecuacion 1 — 22 = 0 son —1 y 1; la contradiccion viene de
suponer que f no tiene signo constante en el intervalo |1, +oo| y, por tanto, queda
demostrado que f tiene signo constante en el intervalo |1, 4+00.

Por ultimo, como

f(=2)=-3<0, f(0)=1>0, f(2=-3<0

ara los intervalos | — oo, —1[ y

se tiene que
f(x) <0, Ve e]—oo0,—1]
flz) >0, Vee]—1,1]
f(z) <0, Voell,+oo]

Esto se puede resumir en el siguiente grafico

-2 -1 0 1 2

en el que representamos el signo de f(x).

Ejercicio 5.3.10
Calcula el dominio de las siguientes funciones:

(@) f(z)=+vax%2—2x—3 (b) f(x) = arccos 527—:_11

() f(z) =In(—2?+ 3z +4) (d) f(z) = V4 —a?
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5.4. Derivabilidad

En esta seccion presentamos una de las herramientas mas importantes del calcu-
lo diferencial: la derivada. Al igual que sucedia con la definicion de funcién con-
tinua, el concepto de funcion derivable se define a partir de un limite, de aqui el
estudio anterior sobre limites de funciones.

5.4.1. Laderivaday el problema de la tangente

La derivada surge de un problema geométrico: el problema de la tangente. Dicho
problema consiste en calcular la recta tangente a una curva (en el plano) en uno de
sus puntos.

Si la curva es una circunferencia y queremos calcular la recta tangente que pasa
por un punto P de la misma, el problema consiste en calcular la recta que pasa
por el punto P y es perpendicular a la recta determinada por P y el centro de la
circunferencia, tal y como se muestra en la siguiente animacion:

K<L [>[H] [+

Si la curva no es una circunferencia el problema no es tan sencillo.

Supongamos que queremos calcular la recta tangente a la curva y = f(x), donde
f es una funcion continua, en el punto de abscisa = = ¢ (en el punto (¢, f(c))).

Para ello consideramos el punto (¢ + h, f(c + h)), siendo h un valor pequerio,
el cual estara proximo al punto (¢, f(c)) y pertenecera a la curva y = f(z).

A continuacion obtenemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos

(¢, f(e)y (c+h, f(c+ h)):

y= TN =TO 4 pe)

la cual es secante a la curva y = f(z), tal y como se muestra en la siguiente anima-
cion:
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\

l

c X
K[ <[[B][>][>] [= e +]
La pendiente de la recta secante, para un valor dado de h, es

flet+h) = f(c)
h

m(h) =

Haciendo tender h a cero obtenemos la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = f(x) en el punto de abscisa z = c:

y=fc)(z—c)+ flo)

donde
f'(c) = lim m(h) = lim fleth) = f(e)

h—0 h—0 h

tal y como se muestra en la siguiente animacion:

Y

K<Ll > [H] [ =[]+

Esto da lugar a la siguiente
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Definicion 5.4.1 (Derivada de una funcion en un punto)
Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a un punto c. Si

existe el limite .
e ) = £
h—0 h

decimos que la funcion f es derivable en el punto c.
Al valor de este limite llamamos derivada de f en el punto c y lo representamos

por f’(c), es decir
. fleth) = flo)
/ —
file) = |im h
Decimos que la funcién f es derivable en un intervalo abierto si es derivable en todo
punto del intervalo.

Notemos que la existencia del limite anterior exige la existencia de los limites
laterales:

llamados derivada por la izquierda de f en el punto c y derivada por la derecha
de f en el punto c, respectivamente. Evidentemente, una funcion es derivable en un
punto si tiene derivada por la derecha y por la izquierda y éstas son iguales.

Ejemplo 5.4.1
Vamos a comprobar que la funcion f(z) = 2% es derivable en Ry f’(z) = 2z para
todo z € R.

Para ello consideramos un punto ¢ € R y calculamos

h _ 2 _ 2
f'(c) = lim fleth) = /() = lim feth) =<
h—0 h h—0
o 4+ 2ch+h*—¢2 . 2ch + h?
= lim =lim ——
h—0 h h—0
= lim(2c+ h) = 2¢
h—0

Por tanto, la funcion f(x) = x? es derivable en el punto ¢y f’(c) = 2¢. Como el
punto c es arbitrario se obtiene el resultado.

Ejercicio 5.4.1
Demuestra que:

(@) Sik € R, entonces la funcion f(z) = k es derivable en Ry f'(z) = 0 para
todo z € R.

(b) La funcion f(z) = z es derivableen Ry f'(x) = 1 para todo = € R.

(c) La funcion f(x) = x® es derivable en Ry f’(z) = 322 para todo = € R.
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(d) La funcion f(z) = +/z es derivable en |0, +00| y

para todo = €]0, +o00|.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de funcion continua y de funcién
derivable.

Teorema 5.4.1 (Derivabilidad implica continuidad)
Si f es derivable en el punto ¢, entonces f es continua en c.

El reciproco no es cierto en general, como se ve en el siguiente

Ejemplo 5.4.2

La funcion f(z) = |z| es continua en x = 0, tal y como hemos visto en el Ejem-
plo 5.3.24, pero no es derivable en z = 0 ya que en el Ejemplo 5.3.10 hemos
demostrado que el limite

lim fO+h) = £(0) = lim @

h—0 h h—0

no existe.

5.4.2. Reglas de derivacion

En el siguiente teorema completamos algunos de los resultados ya expuestos en
el Ejemplo 5.4.1 y en el Ejercicio 5.4.1.

Teorema 5.4.2 (Derivada de la funcion potencial entera)
Dado n € N, la funcién f(x) = z™ es derivableen R y

/() = na" !

para todo x € R.

La regla de la derivacion de la funcion potencial entera se puede extender a la
funcidn raiz n-ésima.

Teorema 5.4.3 (Derivada de la funcion raiz n-ésima)
Dado n € N, la funcién

cumple que:
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= Sin es par, entonces f es derivable en |0, +o00[y

1

f(x) = s

para todo = €]0, +o0|.

» Sin es impar, entonces f es derivableen R — {0} y

1

fl(x) = s

para todo x # 0.

Aqui cabe observar que si a = 1/n, entonces
a—1

1
= ax

nv a1
y, por tanto, las derivadas de la funcidn potencial entera y de la funcion raiz n-ésima
se calculan utilizando la misma regla de derivacion.

Ejemplo 5.4.3
La funcion raiz cuarta, f(x) = v/, es derivable en |0, +00| y
1
o) —
f (.T) - 4 4 1‘3

para todo x €]0, +o0.

En el siguiente teorema se muestra que las funciones trigonométricas seno, co-
seno y tangente son derivables.

Teorema 5.4.4 (Derivada de las funciones trigonométricas)
La funcion seno, f(z) = senz, es derivable en Ry

f'(x) = cosx

para todo = € R.
La funcion coseno, f(z) = cos x, es derivable en R y

f'(x) = —senx

para todo z € R.

La funcion tangente, f(z) = tgx, es derivableen R — {(2k + 1) : k € Z} y

2
! _ 1 _1 2
f(:E) - COSin - +tg x

paratodozr € R — {(2k + 1)5 : k € Z}.

us
2
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Las funciones inversas de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente
también son funciones derivables.

Teorema 5.4.5 (Derivada de las inversas de las funciones trigonométricas)
La funcién arcoseno, f(z) = arcsen z, es derivable en el intervalo | — 1,1y

1

==

paratodo z €] — 1, 1].
La funcion arcocoseno, f(x) = arc cos z, es derivable en el intervalo | — 1,1y

1

f@ ==

paratodo z €] — 1, 1].
La funcion arcotangente, f(z) = arctgz, es derivable en Ry

para todo z € R.

Respecto a las funciones exponencial y logaritmo tenemos el siguiente

Teorema 5.4.6 (Derivada de las funciones exponencial y logaritmo)
La funcion exponencial, f(z) = €7, es derivable en Ry

f'z) =e*

para todo x € R.
La funcion logaritmo, f(z) = In z, es derivable en |0, +-o0[ y

f(w) = -

z
para todo x €]0, +o0.
Con el siguiente teorema se amplia mas la familia de funciones derivables.

Teorema 5.4.7 (Algebra de funciones derivables)
Sean fy g dos funciones derivables en un punto c y sea k& € R. Entonces:

1. k- f es derivable en el punto ¢, y
(k- f)(c) =k f'(c)
2. f + g es derivable en el punto ¢, y

(f +9)(c) = f(c) + g'(c)
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3. f - g es derivable en el punto ¢, y
(f-9)'(c) = f(c) gle) + f(c) g'(c)

4. f/g es derivable en el punto csi g(c) # 0,y

_ () g(e) = fle)g'(0)

(f/9)(c) =
(9(c))?
Ejemplo 5.4.4
La derivada de la funcion
r? —3r+1
Jw) = 3 —4x + 2
es
) = (2z — 3)(a® — 4z +2) — (2% — 3z + 1)(32? — 4)
B (23 — 4z + 2)?
22" — 82 + 4w — 32° 4 122 — 6 — (32" — 92° 4 32% — 4a? 4 122 — 4)
B (23 — 4z + 2)?
=t 4 62% — Ta? 44w — 2
(23 — 4z + 2)?

después de aplicar el Teorema 5.4.7.
Es decir, la funcion f es derivableen R — {z € R: 2® —4x +2 #0},y

—xt 4 6x — Tt 4 —2

J'(x) = (23 — 4z + 2)?

paratodoz € R — {z € R: 2° — 4z + 2 # 0}.
Notar aqui que la ecuacion 23 — 4x + 2 = 0 no tiene raices racionales.

El Teorema 5.4.7 permite calcular la derivada del logaritmo en cualquier base
positiva, como vemos en el siguiente

Ejemplo 5.4.5
La funcién

Inz 1
/(@) 08a lna Ina e

donde a > 0, es derivable en el intervalo |0, +o00[ y su derivada es

fla)=—1

lna x

para todo = > 0.
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Ejemplo 5.4.6
La funcién

a1

fl)=e=—

con n € N, es derivable en R — {0} debido a los Teoremas 5.4.2 y 5.4.7, y su
derivada es

fl@) = _7;52:_1 - _nxnlJrl = —na "
para todo x # 0.
La funcion
fle) =t = —
Tn

con n € Ny par, es derivable en |0, 400 debido a los Teoremas 5.4.3y 5.4.7,y su
derivada es

—lga-l 11 11 1
/ _ n . . o 1
f(m)—i———f———————x n
2 24 n—1 1+1
Irn nmn n n"f n n

para todo = > 0.

Con este ultimo ejemplo se ha extendido la regla de la derivada de la funcion
potencial a otros exponentes.

Ejercicio 5.4.2
Demuestra que las siguientes funciones son derivables y calcula sus derivadas res-
pectivas:

1
(a) f(x) = VG

(b) f(x) =27+ 397

_VE-E
(©) f(m)*m

(d) f(x) =senxcosztgx

Ejercicio 5.4.3
Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de las siguientes funciones en el
punto de abscisa x = 2:

(@) f(x)=2%+3

T+ 2
z—3

() f(x) =

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 49 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Ejemplo 5.4.7
Vamos a calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta y = 6z + a
sea tangente a la grafica de la funcién f(z) = z* + ax + bz + 2 en el punto de
abscisa x = 1.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa z = 1
es

y=f -1+ /(1)

Evaluamos la funcion f(x) en z = 1:
f(l)=a+b+3
La funcién f es derivable en R, y
fl(x) =32 +a+b
para todo x € R. Ademas:
f(1)=3+a+b

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa
r=1es
y=0B+a+b(xr—1)+a+b+3
es decir
y=B+a+bx

Hemos de imponer que la recta tangente sea y = 6x + a, por tanto
B+a+bzxr=06z+a

para todo z € R. De aqui
3+a+b=6
a =0

de donde

Ejercicio 5.4.4

Obtén los valores de los pardmetros a y b para que la recta y = 6z + a sea tangente
a la grafica de la funcion

_br—1

Cbr+1

()

en el punto de abscisa x = 0.

Al igual que sucedia con las funciones continuas, el Teorema 5.4.7 no garantiza
la derivabilidad de muchas funciones. La regla de la cadena solventa este problema.
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Teorema 5.4.8 (Regla de la cadena)

Sea f : I — R, donde I es un intervalo abierto, una funcion derivable en un punto
c€lyseag:J — R, donde J es un intervalo abierto tal que f(/) C J, una
funcion derivable en el punto f(c) € J. Entonces la funcion compuesta

gof:I — R
z — (go f)(x) =g(f(x))

es derivableenel puntoc € 'y

(g0 f)(e) =g'(f(c) ')

Ejemplo 5.4.8
Veamos que la funcion h(z) = In(—z? — x +2) es derivable en el intervalo | — 2, 1.

Sean las funciones
f(x) = —?—r+2, g(y) =Iny

definidas en Ry J = ]0, +00[, respectivamente. El dominio de la funcion h es el
intervalo I =]— 2, 1[, ya que se puede demostrar que, tal y como hicimos en el
Ejemplo 5.3.28, f(x) > O paratodo x € Iy f(x) < 0 para todo x ¢ I; por tanto,
f(I) C J. Ademas

h(z) =In(=2* — 2 +2) = g(f(2)) = (g0 f)(x)

para todo x € [.
La funcioén f es derivable en el /, ya que es derivable en toda la recta real, y

fl(x)=—-2z-1
para todo = € R; la funcién g es derivable en el intervalo J, y
1
/
g(y)=-
Y
paratodo x € J.
Entonces, aplicando el Teorema 5.4.8, la funcion A es derivable en el intervalo 7,y

W(z)=(go f)(z) =g'(f()) ['(x) = g (—2* — 2 +2) ['(2)
1 21 + 1 2 + 1

—x2—x—|—2< z—1) -2 —x+2 x22+x-—2

paratodo x € I.

En la practica, el calculo de la derivada de la composicion de dos funciones no
la realizaremos con tanto detalle. Para calcular la derivada de la funcion

h(z) = In(—2* — 2 + 2)
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en un punto arbitrario x, basta con calcular la derivada de la funcion logaritmo en
el punto —2% — = + 2 y después calcular la derivada de la funcién —2? — x + 2 en
el punto x:

B (x) = —2z—1
(@) = ——— (20— 1)
y después simplificar
2¢ 4+ 1
B (x) =
(z) 2 +x—2

Ejercicio 5.4.5
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

@ fe) =~ ®) f(2) = (e~ )2
(c) f(z) =tg (3z) d) f(z) =tga®
(e) f(z)=tg*x () f(x) = arccos (23 — 1)
(g) f(x) =€ a2+ 1 (h) f(x) =senz cos?r tgx
() J@) = (1+ VT = 1) () J@) =\
In (2% + ) l—x
(m) [(x) = V37— 322 () (@) = In
() f(x) = arctg (arctgx) (0) f(z) = (z + cos' z)?
() f(2) = arcsen /I — a2 @) f(z) = %
(r) f(z) =In/cosz (s) f(x) = sen (sen (sen z?))
1 +tg3 B sen x
() f(m)—ﬁ (u) f(m)—m
() f(z) = sen (In (VT =T)) o) fa) =
(x) f(x) = arcsen %iz (v) f(x) =arctg 1 + ;i

También como aplicacion de la regla de la cadena podemos obtener la derivada
de la funcién potencial, cuando el exponente es un niimero irracional.
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Ejemplo 5.4.9
Seaa € R — Q. La funcién

f(CC) — % — ealnx

definida para z > 0, es derivable en el intervalo |0, +oo[ ya que es la composicion
de la funcion exponencial y el producto de la constante a y el logaritmo. Su derivada
es 1 1
f/(x) — ealnxa_ — qr®= = al,a—l
x x

para todo = € R, es decir, la misma regla obtenida en el Teorema 5.4.2.

Igualmente podemos obtener la derivada de la funcién exponencial cuando la
base es un numero cualquiera a > 0.

Ejemplo 5.4.10
La funcién
f(ZL‘) — aac — eaclna

con a > 0, es derivable en R, como simple aplicacion de la regla de la cadena, y su
derivada es
f(r) =e"™"Ina =a"Ina

para todo x € R.

También podemos calcular la derivada de cualquier funcién potencial.

Ejemplo 5.4.11
La funcién

f(l‘) — (COS CC)sen(Qaﬁ) _ esen(2gv) In(cos x)

es derivable en el intervalo | — 7 /2, 7 /2], al ser el coseno positivo en dicho intervalo,
y su derivada es

, , 1
f'(z) = esen(®) Infcose) (cos(2:c)2ln(cos x)+ sen(2:c)cos

—(—sen x))

sen(2z) sen x)

— sen(2x) ) 22) 1 .
(cos ) ( cos(2z) In(cos x) s

— (COS x)sen(lr) <

sen(2z)—1 (

2 cos x cos(2z) In(cos x) — sen(2x) sen x
cos

= (cosx) 2 cos z cos(2z) In(cos z) — sen(2z) sen )

para todo x €] — 7/2,7/2[.
La funcion f, evidentemente, también es derivable en cualquier otro intervalo abier-
to en el que el coseno sea positivo, es decir, la funcidon f es derivable en el conjunto

U}—g+2kﬂ,g+2kw
keZ
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Ejercicio 5.4.6
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(@) f(z) =a* ) f@) = (z+2)"
(©) f(x) = /(senz)eos® (d) f(x) = (arcsen z)>cte®
(6) f(SE) — (1H<£L’2 + 3))arctg(:p2+1) (f) f(SU) _ (SE2 + o — 1)2:E+3

5.4.3. Derivadas sucesivas

Supongamos ahora que f : I — R, siendo / un intervalo abierto, es una
funcion derivable en el intervalo /. Entonces:
flol—— R
x—— f'(z)
es también una funcidn real de variable real.
Si esta funcion es derivable en el punto ¢, entonces decimos que la funciéon f
tiene derivada segunda en el punto c.

La derivada de la funcion f’ en el punto ¢ se llama derivada segunda de f en el
punto ¢y se representa por f”(c), es decir

f"(e) = (')

Si la funcion f’ es derivable en todo el intervalo I, entonces decimos que [ es
derivable hasta orden 2 en el intervalo / y la funcion

"I ——R
z—— f"(z) = (f)(z)

se llama derivada segunda de f.
Por tanto, la funcion f’ se llama derivada primera de f.

Ejemplo 5.4.12
La funcién
f(z) = sen(2x + 3)

es derivable en R y su derivada (derivada primera de f) es:
f'(x) = 2cos(2z + 3)

paratodo z € R. Esta funcidon también es derivable en R y su derivada es la derivada
segunda de f:
f"(z) = —4sen(2z + 3)

para todo x € R.
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De la misma forma podemos definir la derivada tercera de f: .
En general, la derivada n-ésima de f es la derivada de la derivada (n—1)-ésima
de f:
f® . ——R
r—— @) = (V) (@)

Ejemplo 5.4.13
La derivada n-ésima de la funcion f del Ejemplo 5.4.12 es

FeD(z) = (1) 2 P eos(22 +3), n=1,2,3,...
f(Qn) (,’,C) _ (_1)n 2271 SGH(QCL’ _|_ 3) , n= ]_, 27 3, e

para todo z € R, hecho que se prueba facilmente por induccion. El principio de
induccion matematica se puede consultar, por ejemplo, en el texto de Bartle [1]. Lo
demostramos sélo para el caso impar y el caso par se deja como ejercicio.
Evidentemente, para n = 1 se cumple que

fY(z) = f'(z) = 2cos(2x + 3) = (=1)2 2! cos(2z + 3)
= (=1)"*1 221 cos(22 + 3)
Supongamos que es cierto para n = k, es decir

FED(2) = (=1)k+1 2% cos(22 + 3)

y demostrémoslo paran = k + 1.
Sustituyendo n por k + 1 en la expresion del enunciado para el caso impar, obtene-

mos
f(2(k+1)71)<x) _ f(2k+1)<l‘) _ f(2k)'(x) _ f(2k71)”<x)

Pero
FE(x) = [ (z) = (1)1 2% (— sen(22 + 3) 2)
= (=12 2% gen (22 + 3)
y asi
FOO (2) = (=1)F22% cos(2z 4 3) 2 = (—1)F2 2%+ cos(2z + 3)
Por tanto

FREAD=D (1) = (—1)F+2 22k co5(22 + 3) = (—1)FFDHL 22(+D=1 65(27: 4 3)

para todo = € R, como queriamos demostrar.

Ejercicio 5.4.7
Demuestra el caso par del Ejemplo 5.4.13.
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Decimos que una funcion f : I — R, siendo [ un intervalo abierto, es una
funcion de clase Ct en I, f € C*(I), si la funcion f es derivable en [ y su derivada
es continua en /.

Igualmente, decimos que la funcion f es de clase C? en I, f € C*(I), si la
funcién f es derivable hasta orden 2 en [ y sus derivadas son continuas en /.

En general, decimos que la funcién f es de clase C™ en I, f € C™(I), si la
funcion f es derivable hasta orden n en [ y sus derivadas son continuas en /.

Cuando una funcién f es derivable hasta cualquier orden en I, entonces decimos
que la funcion f es de clase C* en I, y lo representamos escribiendo: f € C*(1).

Ejemplo 5.4.14
La funcion f del Ejemplo 5.4.13 es de clase C*™.

Ejercicio 5.4.8
Calcula la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

@ [(0) = —
xZ

®) ()=~

-1

5.5. Aplicaciones de la derivada

Como se ha comentado en la introduccion de este tema, vamos a considerar
aqui algunas aplicaciones de la derivada, centrdndonos en problemas de optimiza-
cion y en la representacion grafica de funciones.

5.5.1. Extremos

El concepto de maximo y de minimo de una funcién en un intervalo lo presen-
tamos en la siguiente

Definicion 5.5.1 (Extremos en un intervalo)
Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo [ y sea ¢ € /. Entonces:

1. Decimos que en el punto c la funcién f presenta un maximo en el intervalo
I,si f(c¢) > f(x) paratodo x € I. En este caso, suele decirse que ¢ es un
maximo de la funcion f en el intervalo /. El numero f(c) se llama valor
maximo de la funcién f en el intervalo I.

2. Decimos que en el punto c la funcidon f presenta un minimo en el intervalo
I, si f(c) < f(z) para todo x € I. En este caso, suele decirse que ¢ es
un minimo de la funcién f en el intervalo /. El numero f(c) se llama valor
minimo de la funcién f en el intervalo .
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Decimos que ¢ es un extremo de f en el intervalo 7, si es un maximo o un minimo
de la funcion f en el intervalo /. El nimero f(c) se llama valor extremo de la
funcién f en el intervalo /.

Sea la funcion polindmica

fz) = 11 .5 77 .4 627 .3 34212, 209, 39

4000 4000”4000 4000 100 10
Esta funcion verifica que:
» = —5yx =4 sonmaximos de f(z) en el intervalo [—6, §].
» 2z = —1 es el minimo f(z) en el intervalo [—6, §].

= el valor maximo de f(z) en el intervalo [—6, 8] es 6 y el valor minimo es —5.

tal y como se desprende de su representacion grafica:

Esta funcién alcanza el valor méximo en dos puntos distintos, v = —Hy x = 4,
por tanto, el maximo de una funcién en un intervalo, si existe, no es unico, aunque
si su valor maximo. Igualmente, el minimo de una funcién en un intervalo, si existe,
tampoco es unico, aunque si su valor minimo.

El siguiente teorema nos muestra que la condicidon de continuidad en un interva-
lo cerrado y acotado es una condicion suficiente para que una funcidon tenga maximo
y minimo en ese intervalo.
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Teorema 5.5.1 (de Weierstrass)
Sea f : [a,b] — R una funcion continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b].
Entonces, la funcion f tiene maximo y tiene minimo en el intervalo [a, b].

Veamos un ejemplo mas sencillo que el anterior de una funciéon que cumple las
hipotesis del teorema de Weierstrass y que, por tanto, verifica su tesis.

Sea la funcion f(z) = —x? + 2x + 4 definida en el intervalo [—1, 2.

De su representacion grafica
5 —+
/.\Jf (x)

se observa que:
» f(x) es continua en el intervalo [—1, 2].

» £ = —1 es el minimo de f(x) en el intervalo [—1,2] y f(—1) = 1 es el valor
minimo de f(x) en ese intervalo.

» = 1 es el maximo de f(z) en el intervalo [—1,2] y f(1) = 5 es el valor
maximo de f(z) en ese intervalo.

La justificacion de este resultado lo veremos en el Ejemplo 5.5.6.

Veamos a continuacion que si alguna de las hipdtesis del Teorema 5.5.1 no se
cumple, entonces no tiene porqué cumplirse su tesis.

Sea la funcion

— 2> +2x+4 siz#1
g(z) = :

2 stz =1

definida en el intervalo [—1, 2]. Entonces:
= g(z) es discontinua en 2 = 1y, por tanto, discontinua en el intervalo [—1, 2].

» £ = —1 es el minimo de g(x) en el intervalo [—1,2] y g(—1) = 1 es el valor
minimo de g(x) en ese intervalo.
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» z = 1 no es maximo de g(z) en el intervalo [—1, 2]. Ademas, g(z) no tiene
maximo en ese intervalo.

es decir, no se cumple la hipotesis de continuidad y la funcién no tiene minimo en
ese intervalo.
Esto queda constatado observando su representacion grafica:

5 —4—
/O\;m)

Sea ahora la funcion f(z) = —? + 2z + 4 definida en el intervalo | — 1,2].
Entonces:

» f(x) es continua en el intervalo | — 1, 2].

» £ = —1no es minimo de f(x) en el intervalo | — 1,2, yaque —1 ¢] — 1,2[.
Ademas, f(x) no tiene minimo en ese intervalo.

» z = 1 es el maximo de f(z) en el intervalo | — 1,2[y f(1) = 5 es el valor
maximo de f(z) en ese intervalo.

es decir, no se cumple la hipdtesis de que el intervalo debe ser cerrado y la funcion
no tiene maximo en ese intervalo.
Esto queda constatado observando su representacion grafica:

5 —4—
/.\l:f(x)
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Sea la funcion

— 22 +2x+4 siz#£1

g(x) = .
2 stz =1

definida en el intervalo | — 1, 2[. Entonces:
= g(z) es discontinua en x = 1y, por tanto, discontinua en el intervalo | — 1, 2[.

» £ = —1no es minimo de f(x) en el intervalo | — 1,2, yaque —1 ¢] — 1, 2].
Ademas, ¢g(x) no tiene minimo en ese intervalo.

» = = 1 no es maximo de g(x) en el intervalo | — 1, 2[. Ademas, ¢g(x) no tiene
maximo en ese intervalo.

es decir, no se cumple ni la condicion de continuidad ni la hipotesis de que el inter-
valo debe ser cerrado y la funcion no tiene ni maximo ni minimo en ese intervalo.
Esto queda constatado observando su representacion grafica:

Y

5 4
y=f(z)

-1 1 2 X

El siguiente ejemplo nos muestra que el concepto de maximo y minimo de una
funcion depende del intervalo en el que esté considerada.

Sea la funcion

Entonces:
» f(x) no tiene ni maximo ni minimo en el intervalo | — 2, 4].

» f(x) tiene maximo y no tiene minimo en el intervalo | — 2, 3[.

FEl maximo se alcanzaen z = 0.

» f(x) no tiene maximo y tiene minimo en el intervalo | — 1, 4[.

FEl minimo se alcanza en x = 2.

» f(x) tiene maximo y minimo en el intervalo | — 1, 3].

El maximo se alcanza en x = 0 y el minimo en z = 2.
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tal y como se deduce de su representacion grafica
%

44 777777777777777777777

La justificacion de este resultado la veremos en el Ejemplo 5.5.5.

Este ultimo ejemplo nos sirve para introducir la definicion de maximo y de
minimo relativo.

Definicion 5.5.2 (Extremos relativos)

Sean f : A — R, con A C R,y ¢ € A. Decimos que en el punto ¢ la funcion
f presenta un maximo relativo, si existe un > 0 tal que f(c) > f(x) para todo
x €]c — 1, ¢+ r[NA. En este caso, suele decirse que ¢ es un maximo relativo de la
funcion f.

Decimos que en el punto ¢ la funcion f presenta un minimo relativo, si existe un
r > 0talque f(c) < f(z) paratodo x €]c—r, c+r[NA. En este caso, suele decirse
que ¢ es un minimo relativo de la funcioén f.

Decimos que ¢ es un extremo relativo de f, si es un maximo o un minimo relativo
de f.

Si en la definicion anterior las desigualdades se cambian por desigualdades es-
trictas los extremos relativos se denominan extremos relativos estrictos. En la reso-
lucion de los ejemplos no haremos distincidon entre ambos conceptos y simplemente
llamaremos extremos relativos (méximos o minimos).

De la representacion grafica de la funcion

3 — 3x2

fla) ="

presentada anteriormente, se observa que x = 0 es un maximo relativo de f y que
x = 2 es un minimo relativo de f.
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Ademas, [ es derivable en toda la recta real, y

f(z) = %(SxQ —6x) = g(xQ — 2x)

para todo = € R. Por tanto
flr)=0<=2*-2r=0<=2(r—-2)=0<=1=006 1=2

es decir, la derivada de f se anula en sus extremos relativos.
Este hecho es debido al siguiente

Teorema 5.5.2 (Condicion necesaria de extremo relativo)

Sea f : I — R, siendo / un intervalo abierto, una funcion derivable en el intervalo
lyseacel.

Si ¢ es un extremo relativo de f, entonces f'(¢) = 0.

Ejemplo 5.5.1
Vamos a calcular los posibles extremos relativos de la funcién

x?—3

3

fx) =

La funcion f es derivable en R — {0}, y su derivada es

() = 2zx3 — (2?2 — 3)32? _ 2% — 3zt + 922

x0 x0
—zt + 92 2?(9—2%) 9-—2?

26 26 4
para todo z € R — {0}.
Entonces:

fl2)=0<=9 -2 =0<=2’=9<«=0=-30x=3

Por tanto, los posibles extremos relativos son —3 'y 3.

Definicion 5.5.3 (Punto critico)

Sea f : I — R, siendo / un intervalo abierto, una funcion derivable en el intervalo
lyseacel.

Decimos que ¢ es un punto critico de f si f/'(c) = 0.

Por tanto, todo extremo relativo de una funcion derivable es un punto critico de la
misma.

Cabe observar aqui que si f : [ — R, siendo [ un intervalo abierto, es una
funcion derivable en el intervalo / y ¢ € I es un punto critico de f, entonces la
ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa z = c es

y = f(c)

es decir, es una recta horizontal.
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Ejemplo 5.5.2
Los puntos criticos de la funcién

()

x?—3

3

son —3 y 3 tal y como hemos visto en el Ejemplo 5.5.1.
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa

r=—3es

Y=—45

2
9

y la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa z = 3

€S

Ejercicio 5.5.1

Y=3

9

Obtén los puntos criticos de las siguientes funciones:

(a) f(z) =2%—2x
(0) f(z) =
(e) f(z) =2® —2a®

e
(@) f(z ):§—3x +5xr —1

) fle) = —

2 _
0 fla) ==
(m) f(z) =

@) f(z) =a* €
(p) f(x) =¢€"senzx

3

(") (@) =

() f(x) = arctg N f$2
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(b) f(x)=a%+2
) f(z) =

2

(") flz) =a? —§+1

(h) f(zr) =senx

) x

() fl) ="~
2 _

0 fla) =5

() f(z) == e

lnx

(0) f(z) =

(@) flz)=2°=3Inz+2
(5) fla) =5 — ¥

(u) f(z) =22* —Inx
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A continuacion se presenta una condicion suficiente para que una funcién de-
finida en un intervalo abierto tenga un extremo relativo en un punto critico de ese
intervalo. Ademas, se enuncia también una condicion suficiente para que un punto
critico no sea ni maximo ni minimo.

Teorema 5.5.3 (Extremos relativos. Criterio de la derivada primera)
Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto / y sea ¢ € [ un punto critico
de f. Entonces:

1. Silafuncién f’ cambia de signo de negativa a positiva en el punto ¢, entonces
¢ es una minimo relativo estricto de f.

2. Sila funcién f’ cambia de signo de positiva a negativa en el punto ¢, entonces
¢ es un maximo relativo estricto de f.

3. Sila funcién f’ no cambia de signo en el punto ¢, entonces ¢ no es ni maximo
relativo ni minimo relativo de la funcion f.

Ejemplo 5.5.3
Vamos a calcular los extremos relativos de la funcion

2 -3

x3

fx) =

En el Ejemplo 5.5.2 hemos obtenido que los posibles extremos relativos de la fun-
cion f son —3y 3. Ademas, la derivada de f la hemos calculado en el Ejemplo 5.5.1:

9 — g2

x4

f'(x) =

para todo z € R — {0}.

El signo de f’(x) viene determinado por el signo del numerador, ya que el deno-
minador es positivo, y puesto que f'(x) es cero en —3 y 3 y no esta definida en
0, entonces f'(x) tendra signo constante en los intervalos: | — oo, —3[, | — 3,0],
10,3[y ]3, +o0[, yaque f’(x) es continua en esos intervalos. Calculando el signo de
f'(x) en un punto de cada uno de estos intervalos, debido al teorema de Bolzano,
tendremos el signo en cada uno de ellos:

fl(-4)=—-—=—=<0 = [f(v)<0, Vz€]—o00,-3

fl(-1)=8>0 = f(x)>0, Yee]—3,0]
fl(1)=8>0 = f'(z)>0, VYze]0,3|

ffd)=—=<0 = fl(z)<0, Vze€]3,+o0]

Esto se puede resumir en el siguiente grafico, en el que hemos representado el signo

de f'(z):

@ Miguel Barreda / J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 64 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



(=) (+) (+) (=)

-4 =3 -1 0 1 3
Entonces, x+ = —3 es un minimo relativo de f ya que la derivada cambia de signo
de negativa a positivaen x = —3, y x = 3 es un maximo relativo de f ya que la

derivada cambia de signo de positiva a negativa en x = 3.

Un método alternativo al criterio de la derivada primera consiste en calcular el
signo de la derivada segunda en el punto critico. Este método se puede extender
a derivadas de orden superior, aunque aqui solo lo presentamos para la derivada
segunda.

La conveniencia de utilizar un método u otro dependera de si es mas sencillo
determinar el signo de la derivada primera, en el caso de que se pueda determinar,
o calcular la derivada segunda.

Teorema 5.5.4 (Extremos relativos. Criterio de la derivada segunda)
Sea f una funcién de clase C? en un intervalo abierto I y sea ¢ € I un punto critico
de f. Entonces:

1. Si f"(c) > 0, entonces ¢ es un minimo relativo estricto de f.

2. Si f"(¢) < 0, entonces ¢ es un maximo relativo estricto de f.

Ejemplo 5.5.4
Vamos a calcular los extremos relativos de la funcion

x?—3

3

flz) =
utilizando el criterio de la derivada segunda.

Calculamos la derivada segunda a partir de la derivada primera obtenida en el Ejem-
plo 5.5.1:

—2zxt — (9 — 2?)4a?

"

() = =

—22° — 3623 + 42°

225 — 3623 222 — 36
para todo z € R — {0}. Por tanto

2 2

"=3)=—>0, f"8)=—-=—=<0

Aplicando el Teorema 5.5.4 obtenemos que x = —3 es un minimo relativo de f y

x = 3 es un maximo relativo de f.
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Ejemplo 5.5.5
Vamos a comprobar que la funcion

sl = T2

que hemos utilizado para introducir el concepto de extremo relativo, tiene un maxi-
mo relativo en x = 0 y tiene un minimo relativo en x = 2.

Tal y como hemos calculado antes del Teorema 5.5.2, la funcion f es derivable en
Ry

() = 2~ 20)

paratodoxr € R,y
f(2)=0<=2=006x=2

La derivada segunda de f es

3 6
fi(z) = F(20-2)=¢(z-1)
para todo = € R. Por tanto

)= -5 <0, [2)=¢>0

Aplicando el Teorema 5.5.4, obtenemos que z = 0 es un maximo relativo de [y
x = 2 es un minimo relativo de f.

Ejercicio 5.5.2
Determina los extremos relativos de la funciones consideradas en el Ejercicio 5.5.1.

Como hemos visto en el Teorema 5.5.1, una funcion continua f : [a,b] — R
tiene maximo y minimo en el intervalo [a, b]. Supongamos que, ademas, la funcion
f es derivable en el intervalo |a, b y que f tiene un numero finito de puntos criticos
en el intervalo |a, b[; sean ¢y, co, ..., ¢,, conn € N, los puntos criticos de f en el
intervalo ]a, b].

Sea ¢ € [a, b] un extremo de f en el intervalo [a, b]; entonces se cumple una de
las tres siguientes posibilidades:

1. ¢ =a.
2. ¢c=b.
3. ¢ €la,bl.

Si ¢ €la,b|, entonces ¢ € {c1,ca,...,¢,}, ya que todo extremo es también un
extremo relativo y, por tanto, un punto critico. De aqui, si ¢ es un minimo (maxi-
mo) de [ en el intervalo [a,b], entonces ¢ sera el punto, o puntos, del conjunto
{a,b,c1,ca,...,c,} enel que f(c) tome el valor mas pequeiio (grande).
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Ejemplo 5.5.6
Vamos a calcular los extremos de la funcion f(z) = —z? + 2z + 4 en el intervalo
[_L 2]

La funcion f es continua en el intervalo [—1, 2] y derivable en intervalo | — 1, 2[. Su
derivada es
f(z) =—2x+2
para todo = €] — 1, 2[; por tanto
fz) =0 —2042=0<=20=2<—=2=1

es decir, x = 1 es su Gnico punto critico.
A continuacion, evaluamos la funcion f en los puntos —1, 2y 1:

f(=1)=1<4=f(2) <5=f(1)

Entonces, los puntos —1 y 1 son el minimo y el maximo, respectivamente, de f en
el intervalo [—1, 2].

Si la funcion f : [a,b] — R es continua, derivable en |a, b], salvo quiza en un
numero finito de puntos, y tiene un nimero finito de punto criticos en el intervalo
|a, b[, entonces también podemos calcular sus extremos en el intervalo [a, b]. Basta
con evaluar la funcion en los extremos del intervalo, en los puntos en los que no es
derivable y en los puntos criticos; entonces, los puntos en los que la funcién tome el
valor mas pequefio (grande) corresponderan a los minimos (maximos) de la funcion
f en el intervalo [a, b].

Ejemplo 5.5.7
Vamos a calcular los extremos de la funcion

f(z) = (22 — 5)Va? = (2z — 5)a
en el intervalo [—3, 2].

La funcion f es continua en el intervalo [—3, 2] y derivable en el intervalo | — 3, 2]
salvo en el punto 0 debido a la raiz cubica. Ademas

2 4o — 10
f(e) =2V + (20— 5) S ad T = 2Va? + =

3
_6x+4x—10_10x—10_10x—1
B 3Yr  3¥r 3 x

para todo x # 0. Por tanto
f(x)=0<=z=1

es decir, x = 1 es el Gnico punto critico de f.
Evaluando la funcién f en los puntos —3, 2, 0y 1:

f(=3)= -1V < f(1) = -3 < f(2) = —V4 < f(0) =0

obtenemos que —3 y 0 son el minimo y el maximo, respectivamente, de la funcion
f en el intervalo [—3, 2].
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Ejercicio 5.5.3
Calcula los extremos de las siguientes funciones en los intervalos indicados:

(a) f(x)=z*e " en intervalo [—4,4].

22 +5 si x <1

) ‘ en el intervalo [—5, 4].
=4 +9 stz >1

() f(x) = {

5.5.2. Crecimiento, decrecimiento, concavidad, convexidad e in-
flexion
Recordemos que una funcion f : I — R es creciente en el intervalo [ si
dados cualesquiera x,y € I, con x < y, entonces f(x) < f(y). [gualmente, f es
decreciente en [ si dados cualesquiera x,y € I, con z < y, entonces f(x) > f(y).
Cuando las desigualdades son estrictas se dice que la funcion f es estrictamente

creciente (decreciente) en el intervalo /, aunque en los ejemplos que presentaremos
suprimiremos el término “estrictamente”.

Teorema 5.5.5 (Condiciones suficientes de monotonia)
Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto /. Entonces:

1. Si f’(z) > 0 para todo = € I, entonces f es estrictamente creciente en el
intervalo /.

2. Si f'(z) < 0 para todo x € I, entonces f es estrictamente decreciente en el
intervalo /.

3. Si f'(x) = 0 paratodo x € I, entonces f es constante en el intervalo /.

Ejemplo 5.5.8
Vamos a estudiar los intervalos de monotonia de la funcion

x? —3

3

fx) =

es decir, los intervalos en los que la funcién es creciente o decreciente.

Como vimos en el Ejemplo 5.5.3:

f'(x) <0, Vz €] — oo, =3
Fl@)>0, Yoe]—3,0]
f(x) >0, Vz €]0,3]
f'(x) <0, Vz €]3,+00|

Por tanto, aplicando el Teorema 5.5.5, la funcion f es creciente en | — 3, 0[U]0, 3[ y
es decreciente en | — 0o, —3[U]3, +00].
Esto se puede resumir en el grafico

@ Miguel Barreda / J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 68 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



T T T

° | ° i ° | °
-4 -3 -1 0 1 3

en el que hemos representado el signo de f/(x) y los intervalos de monotonia.

Ejercicio 5.5.4
Obtén los intervalos de monotonia de las funciones del Ejercicio 5.5.1.

Ejercicio 5.5.5
Obtén los intervalos de monotonia y los extremos de las funciones consideradas en
el Ejercicio 5.3.3.

Los conceptos de concavidad, convexidad e inflexion nos serviran para comple-
tar la representacion grafica de funciones en el apartado 5.5.4.

Definicion 5.5.4 (Funcion concava)

Sea f una funcién derivable en un intervalo abierto / y sea ¢ € [. Decimos que
la funcion f es concava en el punto ¢, si la recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto (¢, f(c)) esta por debajo de la curva y = f(x) en las proximidades del
punto ¢, es decir, si existe un € > 0 tal que

f©)(z =)+ flo) < f(2)

para todo z €]c — €, ¢ + €.

La siguiente figura muestra que la funcién f(x) es concava en x = ¢, ya que la
recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (¢, f(c)) esta por debajo de la curva
y = f(x) en puntos préximos a c:

Y

>
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Definicion 5.5.5 (Funcion convexa)
Sea f una funcién derivable en un intervalo abierto / y sea ¢ € [. Decimos que la
funcion f es convexa en el punto c, si la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto (¢, f(c)) esta por encima de la curva y = f(z) en las proximidades del punto
¢, es decir, si existe un € > 0 tal que

f(e)@—=c)+ fle) = f(x)

para todo z €]c — €, ¢ + €.

La siguiente figura muestra que la funcion f(z) es convexa en z = ¢, ya que la
recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (¢, f(c)) esta por encima de la curva
y = f(x) en puntos préximos a c:

Y

<

Hay que hacer notar aqui que algunos autores llaman convexa a lo que aqui se
llama concava y viceversa.

Definicion 5.5.6 (Punto de inflexion)

Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto / y sea ¢ € I. Decimos que la
funcién f tiene un punto de inflexion en el punto c, si la recta tangente a la curva
y = f(x) en el punto (¢, f(c)) no esta ni por encima ni por debajo de la curva
y = f(x) en las proximidades del punto ¢, es decir, si existe un € > 0 tal que

re(x) < f(x), Ve €le—ec y roz) > f(x), Ve €le,c+ €

re(x) > f(x), Ve €le—ec y roz) < f(z), YV €le,c+ €
siendo r.(x) = f'(c)(x — ¢) + f(c).

En el siguiente grafico

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 70 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



se muestra que la funcion f(z) tiene un punto de inflexiéon en z = ¢, ya que en
puntos proximos a la izquierda de c la recta tangente a la curva y = f(z) en el
punto (c, f(c)) esta por encima de la curva y = f(z), y en puntos proximos a la
derecha de c la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (¢, f(c)) esta por
debajo de la curva y = f(x).

Presentamos ahora unas condiciones suficientes para que una funcién sea conca-
va, convexa o tenga un punto de inflexion.

Teorema 5.5.6 (Concavidad, convexidad e inflexion)
Sea f una funcion de clase C? en un intervalo abierto I y sea ¢ € I. Entonces:

1. Si f”(¢) > 0, entonces la funcién f es concava en el punto c.
2. Si f"(¢) < 0, entonces la funcion f es convexa en el punto c.

3. Si f"(c) = 0y la funcion f” cambia de signo en el punto ¢, entonces la
funcién f tiene un punto de inflexion en c.

Ejemplo 5.5.9
Vamos a estudiar los intervalos en los que la funcion

x?—3

x3

fz) =
es concava o convexa y los puntos de inflexion.
La derivada segunda de f se ha calculado en el Ejemplo 5.5.4:

_ 22* —36
T

f(x)
para todo z € R — {0}. Entonces:

fi(2)=0¢=212-36=0<= 1 =18 <=1 =-3V2 6 2 =3V2
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Sabiendo que —3v/2 ~ —4.24y 3v/2 ~ 4.24 y aplicando el Teorema 5.5.6, obtene-
mos:

f%%D——£6<O = f’(x) <0, Vz€]|-c0,—3V2[
(ﬂ@m:£>o = f'(z)>0, Vo €]-3v2,0]
f%m_—;<o = f"(z) <0, Vo e€]0,3V2]
f”(6)—ﬁ>0 = f’(z) >0, Vr€]3V2 +oo|

es decir, la funcion f es convexa en los intervalos | — oo, —3v/2[ y 0, 3v/2], céncava
en los intervalos | — 3v/2,0[y |3v/2, +oo[,y # = —3v/2 y # = 3v/2 son dos puntos
de inflexion.

Esto se puede resumir en el grafico

SN N N N\

(=) (+) (=) (+)

L 2
—6 —3v2 -2 0 2 3v/2 6

en el que hemos representado el signo de f”(x) y los intervalos en los que la funcion
es concava o convexa.

Ejercicio 5.5.6
Determina los intervalos de concavidad y convexidad , y los puntos de inflexion de
la funciones consideradas en el Ejercicio 5.3.3.

5.5.3. Regla de ’Hopital

En el apartado 5.3.5 se ha mostrado que las indeterminaciones del producto y
de la potencia se pueden transformar en cualquiera de las dos indeterminaciones del
cociente.

Aqui presentamos un teorema que permite, en la mayoria de los casos, resolver
las indeterminaciones del cociente, con lo que la indeterminacién de la suma es
la tnica que, en general, quedaria fuera del alcance de este teorema. No obstante,
en ocasiones, la indeterminacion de la suma se puede transformar en alguna de las
indeterminaciones del cociente, tal y como se ha mostrado en el Ejemplo 5.3.18.

Hemos creido conveniente presentar este teorema de forma concisa y sin entrar
en detalles matematicos, con el fin de que el estudiante pueda aplicarlo facilmente
y no presente dificultades a la hora de comprobar las hipdtesis de los teoremas de
I’Hopital.
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Teorema 5.5.7 (Regla de I’Hopital)
Supongamos que el limite

/()

lim ——=
T—rC g (;C)

adopta alguna de las dos formas indeterminadas

Entonces:

tim ) _ g L)

T—C g(gj) e g’(x)
supuesto que este ultimo limite exista o que sea infinito.

El teorema anterior también es valido si se sustituye ¢ por ¢~, ¢, +00 6 —o0.

Ejemplo 5.5.10

El limite

e* —x —cosx
z—0 sen? x

presenta la indeterminacion

0
0

ya que

lim(e” —x —cosz) =1-0—-1=0
z—0

limsen?z =0
x—0

Aplicando la regla de I’Hopital, obtenemos

, € —xr —cosz , € —1+4senx
lim — = lim ————
z—0 sen“ x z—0 28enx cosx

Este ultimo limite también presenta la misma indeterminacion, ya que

lim(e®* —1+senz)=1—-1+0=0
z—0

lim2senzcosz=2-0-1=0
x—0

Aplicando nuevamente la regla de I’Hopital, se tiene
e’ —1+senx €* 4 cosx 2

lim ——— = lim 5 s~ =5=1
20 2senzcosx  1—02(cos?x —sen?z) 2

ya que
lim(e*+cosz) =1+1=2
z—0
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lim 2(cos® x — sen® z) = 2(1 — 0) = 2

z—0

Entonces
, € —1+4senx
lIlm—m——— =1
z—0 2senx cosx

En los cuatro siguientes ejemplos vamos a calcular los limites que se quedaron
pendientes de resolver en los Ejemplos 5.3.19, 5.3.21, 5.3.22 y 5.3.23.

Ejemplo 5.5.11
El limite

presenta la indeterminacion

tal y como vimos en el Ejemplo 5.3.19.
Aplicando la regla de I’Hopital, se tiene que

1 r—3 1 z+3—(z—3) 6 )
n s =2 (@ h3)? @—3)(@+3) —6x
lim # = lim z+3—1 = lim g(l) =1 =—6
T—+00 p T—r+00 — = T—r+00 — = r—r+00 ;L'Q — 9
T T

después de tener en cuenta el Teorema 5.3.14.

Ejemplo 5.5.12
El limite
lim e*™"*
z—0t
se puede calcular a partir del limite
lim zlnx
z—0t

siempre que éste exista o sea infinito. Este ultimo limite presenta la indeterminacion
0- 00
tal y como vimos en el Ejemplo 5.3.21, que transformamos en la indeterminacioén

(0. 9]

o0

haciendo
, . Inzx
lim 2lnz = lim —

z—0t z—0t %
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Aplicando la regla de I’Hopital, obtenemos

= lim — = lim (—2) =0
z—0t T z—07t

, Inz i
lim —— = lim -~
z—0t p z—0t

,_.|H I=

B
M

Por lo tanto
lim alnx =0

z—0t
y asi
lim e""* = ¢’ =1
z—0t
Ejemplo 5.5.13
El limite

1
lim eT== "*
r—1

se puede calcular a partir del limite

Inz

lim Inz = lim
r—1 1 — r—1 1 — X

siempre que éste exista o sea infinito. El limite anterior presenta la indeterminacion

0

0

tal y como vimos en el Ejemplo 5.3.22. Aplicando la regla de I’Hopital, tenemos

1

| 2 —1
Mm —— — lim -2 — lim — = —1
rx—1 1 — X r—1 —1 z—1
De aqui
lim Inz=-1
r—1 ]_ — X
y asi
’ L Inx —1 1
lim et—= —e ==
z—1 c
Ejemplo 5.5.14
El limite

lim e~ tgxlnz
z—0t

se puede calcular, sabiendo que

lim cosxz =1
z—0t

y teniendo en cuenta el Teorema 5.3.12, a partir del limite

i . senxlnzx i
lim tgzlnx = lim —— = lim senxInz
z—0t z—0T  COST z—07F
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siempre que este ultimo limite exista o sea infinito. Este limite presenta la indeter-
minacion
0- 00

tal y como vimos en el Ejemplo 5.3.23, que transformamos en la indeterminacién

00
00
haciendo
, , Inzx
lim senzlnz = lim —
z—0t r—0t
sen T
Aplicando la regla de I’Hopital, obtenemos
1
Inz =
lim — = lim z
z—0+ z—0t ———=— COS T
sen T sen“ x
. —sen’z
= lim
z—0+ X COST
) senx
= lim (— tgx) =0
z—0t xT
ya que
lim tgx =0
z—0*
y sen
lim =1
=0+t X

limite que se puede resolver facilmente aplicando la regla de ’Hopital, y tendiendo
en cuenta el Teorema 5.3.11.
Entonces

lim tgxlnx =0
z—0t

y asi

lim e tezlnz — 0 —q
z—0+

Ejercicio 5.5.7
Calcula los siguientes limites:

t

(@) lfm (b) 1fm -2

z—0senx z=0 I

tgx — —t

(c) lim 8T =T (d) lim r-er

=0 — sen T z—0 3

1 cotg 1 1

i ([ _ cote (L

© 250 (x2 x ) ) 91613% (x senx)
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8=

. (et —1\* [ 1\"®
@t () o tig ()

N 1/ :1: 1 . , sen L
(B Jiy(e+o) PR
In (sen (3x))
1§ cos x i -~~~ 77
(%) m_l,%lf(tg 7) ? 250 In (sen (2z))
2 4a) -2t /1 In2
() liy = oty (G5

5.5.4. Representacion grafica de funciones

En este apartado vamos a aplicar los resultados expuestos a lo largo de este
tema con el fin de representar graficamente las funciones reales de variable real.
Esta representacion grafica dependera, en muchos casos, de que podamos obtener
los ceros de la funcién, de su derivada y de su derivada segunda. Los ejemplos y
ejercicios que aqui se plantean estan especialmente elegidos para que esto se pueda
realizar.

Para representar graficamente una funcién real de variable real seguiremos el
siguiente orden:

Dominio.
Simetrias.

Cortes con los ejes. Regionamiento (signo de la funcion).

Asintotas.

Estudio del signo de la derivada primera: crecimiento, decrecimiento, maxi-
mos y minimos relativos.

@ Estudio del signo de la derivada segunda: concavidad, convexidad e inflexion.

Ejemplo 5.5.15
Vamos a justificar la representacion grafica de la funcion f(z) = 2? del Ejem-
plo 5.2.3.

Dominio.

El dominio de la funcién f es

Dom(f) =R
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Simetrias.

La funcién f es par, es decir, la curva y = f(x) es simétrica con respecto al
eje Y, yaque

para todo = € Dom( f).

Cortes con los ejes. Regionamiento (signo de la funcién).

[a] Eje X.
Los puntos de corte con el eje X son aquellos puntos de la grafica de f
de la forma (z,0), con € Dom(f). Como

fz)=0<=2=0

se tiene que so6lo hay un corte con el eje X: (0, 0).

De aqui podemos obtener el signo de f(x). Como f es continua en Ry
solo se anula en = = 0, tenemos determinado el signo de f(z):

(+) (+)
-1 0

Evidentemente, sin necesidad de recurrir a esta aplicacion del teorema
de Bolzano, se cumple que f(x) = 2* > 0, para todo z # 0.

@ Eje Y.

El unico corte con el eje Y es el punto (0, f(0)) = (0,0), es decir, el
punto de corte con el eje X.

Asintotas.

[a] Horizontales.
No tiene asintotas horizontales, ya que

. _ 2 _
S S) = e = e
y
lm f(z) = lim 2® = +o0
T—r—00 T—r—00

@ Verticales.
Tampoco tiene asintotas verticales, ya que si ¢ € Dom( f), entonces
lim f(z) = lim 2* = ¢?

Tr—cC Tr—cC

y por tanto, ese limite no puede ser infinito.
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Oblicuas.
Tampoco tiene asintotas oblicuas, ya que

. flx) . a? ,
Im —% = lim — = lim 2= +o0
T—+o0 €T T—+o0o I T—+o0
Y 2
. [z , X ,
lim (—) = lim —= lim z=—-
r——00 I r——00 I r——00

Estudio del signo de la derivada primera: crecimiento, decrecimiento, maxi-
mos y minimos relativos.

La derivada de f es: f’(z) = 2z para todo x € R. Entonces
f(2)=0<=2=0

Como [’ es continua en R y sélo se anula en x = 0, tenemos determinado el
signo de f'(x):

-1 0 1

Es decir, f es decreciente en el intervalo | — oo, 0] y creciente en el intervalo
10, +00[. Ademas, z = 0 es un minimo relativo de f.

@ Estudio del signo de la derivada segunda: concavidad, convexidad e inflexion.

La derivada segunda de f es: f”(z) = 2 > 0 para todo € R. Por tanto, la
funcion f es concava en R.

De este estudio se obtiene la representacion grafica de f:

Y
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Ejemplo 5.5.16
Vamos a representar graficamente la funcion

_x2+2x
-1

f ()

Dominio.

El dominio de la funcion f es

Dom(f)={reR:2-1#40}=R—-—{zeR:2-1=0} =R - {1}

Simetrias.

Como, por ejemplo

(=2)2+2-(=2) 4-—4

=7 ==

22422 444

2-1 1 8

f2)
se tiene que
f(=2) =0#8=f(2)

y por tanto, la funcién f no es par, es decir, la curva y = f(z) no es simétrica
con respecto al eje Y.

Igualmente
f(=2)= 0% -8=—f(2)
y asi, la funcion f no es impar, es decir, la curva y = f(x) no es simétrica

con respecto al origen.

Cortes con los ejes. Regionamiento (signo de la funcion).

[a] Eje X.
Resolviendo la ecuacion

P42 =0<=2(r+2)=0<=2=006 =2

obtenemos que (0, 0) y (—2, 0) son los Ginicos puntos de corte de la curva
y = f(z) conel eje X.
De aqui podemos obtener el signo de f(x). Como f es continua en su

dominio, R — {1}, y s6lo se anula en z = —2 y en x = 0, aplicando el
teorema de Bolzano, obtenemos el signo de f(z):
(=) (+) (=) (+)
® } ® } } ®

|

w

|

[\

|

—_

)
o~ @
—_
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es decir

f(x) <0, Ve e]—o0,—-2[U]0,1]
f(z) >0, Ve e]—2,0[U]l,+o0|

@ Eje Y.

El unico punto de corte con el eje Y es el punto (0, f(0)) = (0,0), ya
calculado en el apartado anterior.

Asintotas.

[a] Horizontales.
No tiene asintotas horizontales, ya que

22 + 2x
i =1 =
SRS = B T =t
y 2
lim f(z) = lim =% —
T——00 z—=—00 T — 1
después de tener en cuenta el Teorema 5.3.14.
@ Verticales.
Aplicando el Teorema 5.3.12 se tiene que
) . 2?42z
Rl

y asi, la recta x = 1 es una asintota horizontal de la gréafica de f.
Del estudio del signo de f(x) se deduce que:

x? 4+ 2x
= —0

’ L
Jim f(z) = M ——

ya que la funcion f(z) en las proximidades de = = 1 por la izquierda es
negativa, y
2%+ 22

i = 1i =
Jin fla) = lm == = 4o

ya que la funcion f(z) en las proximidades de = = 1 por la derecha es
positiva.

Oblicuas.
Como consecuencia del Teorema 5.3.14 obtenemos que
f(x) 2?42z 22 + 22

’ ’ —1 ,
lim —~ = lim *— = lim

— -1
r—+oo I T—+00 xT T—+00 ZL’Q — X
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= lim
r——+00 T — 1
. 3r+zx
= lim

Los mismos resultados se obtienen al calcular el limite cuando z tiende
a —00.
Por lo tanto, la recta y = x + 3 es una asintota oblicua de la curva
y=f(z).
Estudio del signo de la derivada primera: crecimiento, decrecimiento, maxi-
mos y minimos relativos.

La funcion f es derivableen R — {1}, y

2z +2)(x — 1) — (22 + 22)

! —
22 —2x+2r —3— 22— 2z
- (x—1)2
_:E2—2x—2
(x—1)°

para todo z € R — {1}. Entonces

2+V4+8

fliz)=0<=1"-22-2=0<= 1=

2
2++/12 2+2v3
= @xzif@lei\/ﬁ

<
v 2

La funcion f'(x) es continua en R — {1} y sélo es igual a cero en los puntos

1—v3 =~ —0.73 y 1+ V3~ 2.73; por tanto, aplicando el teorema de Bolzano
obtenemos el signo de f'(z):

T~ T~

-1 1-v3 0 1 2 1+3 3

@ Miguel Barreda / J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 82 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



es decir

f(x) >0, Vo €]—o0,1 -3
flz) <0, Yo e|1-v31]
fl2) <0, VYo e]l,1+ V3]
f(x) >0, Vo €]l+ V3, +oo]

Por lo tanto, la funcion f es creciente en | — oo, 1 — v/3[U]1 + /3, +o0[ y es
decreciente en |1 — /3, 1[U]1, 1 + v/3].

Ademas, la funcién f(z) tiene un méximo relativo en x = 1 — /3 y tiene un
minimo relativo en z = 1 + /3.

@ Estudio del signo de la derivada segunda: concavidad, convexidad e inflexion.

La funcién f tiene derivada segundaen R — {1}, y

2z —2)(x —1)? — (22 — 22 — 2)2(x — 1)

f"(x) =

-1
22 -2)(z—1)—2(a* —22—2)
- o1y
2 —2r—20+2-22"+4x+4
- G- 1p

6
ECEN

para todo z € R — {1}.

La funcion f”(z) es continuaen R—{1} y, como acabamos de ver, no se anula
en ningun punto; por lo tanto, aplicando el teorema de Bolzano obtenemos el

signo de f"(x):
(=) (+)
-2 1

es decir

f"(x) <0, Vo €] —o0,1]
f"(z) >0, Vo €]l,+o0|

Entonces, la funcion f es convexa en el intervalo | — oo, 1[ y es concava en el
intervalo |1, +o00.

De este estudio se obtiene la representacion grafica de f:
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Ejercicio 5.5.8
Representa graficamente las siguientes funciones:

@ 1o)== ®) ) =
@ fla) = 2 @ () =
© () = 5 O 1) =
@) J) = o e ) () = =

0 fa) =" 0) J@) =+ =
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5.5.5. Problemas de optimizacion

En este ultimo apartado presentamos otras aplicaciones de la derivada que no
son estrictamente aplicaciones matematicas como las que hemos visto en los apar-
tados anteriores, sino otras aplicaciones a problemas practicos que pueden surgir en
Ingenieria.

Supongamos que se desea construir un estadio de atletismo de acuerdo con la
siguiente figura:

Sabiendo que el perimetro de la figura anterior es igual a 400 metros (la longitud de
una pista de atletismo), ;qué dimensiones debe tener la zona rectangular para que
su area sea maxima?

El problema consiste en calcular las dimensiones del rectangulo mas grande de
forma que el perimetro de la figura sea igual a 400 metros. Llamando x e y a las
longitudes de los dos lados del rectangulo

tenemos que el area del rectangulo es
A=uxy
mientras que el perimetro de la figura es
p:2x+2% = 2 + my

ya que la longitud de la circunferencia de radio r = y/2 es igual a

27Tr:27r%:7ry

Como p = 400, obtenemos que

2x 4+ my = 400
de donde
400 — 2x
Yy=—"
7
El area del rectangulo sera
400 — 2 2
Alx) ==z toZ (200 — %)
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Entonces, el problema se reduce a calcular el maximo de la funcién

2
A(z) = = (2002 — 2?)
s
en el intervalo [0, 200], aunque queda claro que en los extremos del intervalo el area

del rectangulo es igual a cero:
A(0) = 0 = A(200)

Para calcular el maximo de A(z) en el intervalo [0, 200], procedemos como hici-
mos en los Ejemplos 5.5.6 y 5.5.7. Empezamos calculando la derivada de A(z);
evidentemente, A(z) es derivable en R, y

Az) = 2 (200 — 22)

™

para todo = € R. Entonces
2

Al(x) =0 <= = (200 — 22) =<= 200 — 22 = 0 <=z = 100
™

La funcion A(x) tiene derivada segunda continua en R, y
2 4
A” = — —2 = —_——
(1)==(-2) ==

/e

para todo z € R. De aqui
4
A"(100) = —= <0
™

y, por tanto, x = 100 es una maximo relativo de A(z).
Como 20000
A(0) = 0 = A(200) < A(100) = ——
e
se tiene que x = 100 es el maximo de la funcién A(x) en el intervalo [0, 200].
Sustituyendo = = 100 en la relacion entre los dos lados del rectangulo, z e y,

obtenida anteriormente
B 400 — 2x

/0

Y

se tiene que
400 —2-100 200
y=—"=— ~63.662
m m
Es decir, las dimensiones del rectangulo mas grande de forma que la cuerda de la

pista de atletismo sea de 400 metros son: 100 metros y 200/7 metros.

A continuacidon proponemos una serie de ejercicios para que el estudiante prac-
tique con los conceptos expuestos a lo largo de este tema.

Ejercicio 5.5.9

Una féabrica de embalajes desea fabricar cajas cerradas de base cuadrada que tengan
27 cm?® de espacio en su interior. El material para la fabricacion de dichas cajas
cuesta 2 céntimos por cm?. ;Cudles son las dimensiones de la caja que minimizan
el coste del material?
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Ejercicio 5.5.10

Una pégina de un libro debe tener 1.5 unidades (u) de margen en las partes superior
e inferior y 1 unidad de margen en los dos laterales. Si se desea tener 24 u? de
superficie impresa, se pide:

(a) Calcular las dimensiones de la padgina para minimizar su superficie total.

(b) Si se dispone de una partida de 1dminas de 45 x 30u? y el precio de cada
lamina es de 10 unidades monetarias, calcula el coste de un libro de 100 hojas.

Ejercicio 5.5.11
La concentracion de una medicina en la sangre, en m8/1, ¢ horas después de haber
tomado el medicamento, viene dada por:

2t
2497

K(1)

0<t<6

Obtén el momento de maxima concentracion y la concentracidon maxima.

Ejercicio 5.5.12

Se quiere cercar un terreno rectangular que esté al lado de un camino. La verja del
lado del camino vale 4.2€/m y la de los otros lados 0.6 €/m. Calcula el area del
terreno mas grande que se puede cercar con 1440 €.

Ejercicio 5.5.13
Un circuito se compone de una pila de fuerza electromotriz £, de resistencia interna
r y una resistencia variable R. Sabiendo que la intensidad del circuito, /, es

B FE
" R+r

y la potencia viene dada por P = I*R, calcula la relacion entre R y r para que la
potencia suministrada sea maxima.

Ejercicio 5.5.14
Determina las dimensiones del sélido rectangular, con base cuadrada

<>

<

de maximo volumen de entre todos los que tienen un 4rea total de 150 cm?.
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Ejercicio 5.5.15
(Qué puntos de la paradbola
y=4—2°

estan mas cerca del punto (0, 2)?

Ejercicio 5.5.16
(Cudl es el area mas grande que puede tener un triangulo rectangulo cuya hipote-
nusa tenga 5 cm de largo?

Ejercicio 5.5.17
Halla las dimensiones del rectangulo de area méaxima que puede inscribirse en el
semicirculo determinado por

Ejercicio 5.5.18
Se inscribe un rectangulo en la elipse

2 2
33‘_ + y_ =1
202 152
con sus lados paralelos a los ejes de la elipse. Calcula las dimensiones del rectangulo

de area maxima.

Ejercicio 5.5.19
Calcula el rectangulo de drea maxima inscrito en la parabola y = 4 — 2% con base
en el eje X tal y como se indica en la figura:

Y

y=4—2?

/ \ X

Ejercicio 5.5.20

Un granjero desea utilizar 100 metros de cerca para construir una valla diagonal
que conecte dos muros que se encuentran formando un angulo recto. ;Cémo debe
efectuarse esto para que el area limitada por los muros y la valla sea maxima?
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Ejercicio 5.5.21

Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes, formando con cada una de
ellas una circunferencia y un cuadrado. ;Como se debe cortar el alambre para que
la suma de las areas del circulo correspondiente y del cuadrado sea minima?

Ejercicio 5.5.22
Calcula el tridngulo isésceles de area maxima inscrito en la elipse

tal y como se indica en la figura:

S QO
7; XKD X
0502026202020 %6%0 2%
IR IR
RRRRRRXRRN
RRRLRLKKS

OO

9.

Ejercicio 5.5.23
Los cursos de dos rios, dentro de una determinada region, representan aproximada-
mente las ecuaciones de la parabola

y larecta

y=x—2
Se quiere unir ambos rios mediante un canal rectilineo de longitud minima. Calcula
los puntos por los cuales habra que trazarlo.

Ejercicio 5.5.24

Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen de 7776 cm? y el largo de su
base debe medir el triple que su ancho. ;Cudl es el area minima de la superficie de
dicha caja?
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Tema 6

Integracion en una variable

6.1. Introduccion

En este tema abordamos el estudio de las funciones integrables (Riemann). Al
igual que sucede con la derivada, la integral surge de un problema geométrico: el
problema del 4rea. No pretendemos hacer un estudio exhaustivo sobre el problema
del area en general, sino que s6lo consideraremos regiones planas especiales como
son las regiones limitadas por curvas. Tampoco se pretende hacer un estudio riguro-
so sobre la integral de Riemann, aspecto que queda fuera de las especificaciones de
esta asignatura; es por ello que presentaremos los resultados més importantes que
complementaremos con ejemplos y ejercicios propuestos.

En la primera seccion planteamos el problema de calcular el area por debajo de
una curva, el cual nos permite introducir el concepto de funcién integrable en un
intervalo cerrado y acotado. La regla de Barrow serd la herramienta fundamental
para calcular una integral (definida), lo cual llevard a la introduccion del concepto
de primitiva de una funcion. El calculo de primitivas serd el contenido de la segunda
seccion, sobre el cual solo consideraremos algunos métodos de integracion. Finali-
zaremos el tema con las aplicaciones de la integral, centrandonos s6lo en el célculo
de areas de regiones planas.

6.2. Integral definida

En esta seccion presentamos el concepto de funcion integrable en un intervalo
cerrado y acotado por medio de las sumas superior e inferior de Darboux; por sim-
plicidad solo consideramos particiones regulares, es decir, particiones en las que
todos los subintervalos tienen la misma longitud.

6.2.1. Area por debajo de una curva

Es de sobra conocido que el area de un rectangulo es el producto de las lon-
gitudes de sus lados, que el area de un tridngulo es la mitad del producto de las
longitudes de la base y de la altura, y que el area de un circulo es el producto del
numero 7 y la longitud del radio al cuadrado. Estas regiones son casos particulares
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de las regiones que vamos a estudiar en este apartado: regiones planas limitadas por
dos rectas verticales, el eje X y la grafica de una funcion continua.

En el caso de un rectangulo de lados a y 0, la region esta limitada por las rectas
verticales x = 0y z = a, el eje X y la grafica de la funcion continua (constante)
f(z) = ben el intervalo [0, a

Y |

X

|
|
x=0 rT=a

En el caso de un tridngulo rectangulo de base b y altura / (todo tridngulo se pue-
de descomponer en dos tridngulos rectangulos), la region esta limitada por las rectas

verticales t = 0y x = b, el eje X y la grafica de la funcion continua f(z) = %x en
el intervalo [0, b]
Y : h
I//// Y= EI
X
x=0 z=b i

Evidentemente, el area del tridngulo rectangulo es la mitad del area del rectangulo
considerado mas arriba.

En el caso de un semicirculo de radio r (el area del circulo de radio r es, evi-
dentemente, el doble del area del semicirculo de radio ), la region est4 limitada por

la rectas verticales t = —ry x = r, el eje X y la grafica de la funcion continua
f(x) = V/r? — 22 en el intervalo [—r, 7]
Y
r=-r T=r
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En general, si f : [a,b] — R es una funcion continua tal que f(x) > 0 para
todo x € [a, b], la region R

Y

y = f(x)

R

a b X

esta limitada por la rectas verticales t = ay x = b, el eje X ylacurvay = f(x).
Para calcular el area de la region R dividimos el intervalo [a, b] en n subinterva-

los de la misma longitud (particion regular del intervalo [a, b]), h = (b — a)/n:

a = To 1 To Ty Ty Te e T, =b

donde x; =a+1ih,parat =0,1,...,n.
Aproximamos el area de la region R mediante rectangulos por debajo de la curva

y = f(z), de base cada subintervalo [z;_1, x;] y de altura el minimo de la funcion f
en cada el intervalo [z;_1, x;], el cual existe debido al Teorema 5.5.1:

m; =min{f(x):x € [z;_1,7]}, 1=0,1,...,n

Y

a Z1 T2 T3 Ty 0 T b X

La suma de las areas de los rectdngulos es:

n

b—a
Sp = E m;
- n
=1

Aproximamos ahora el area de la region R mediante rectdngulos por encima de la
curva y = f(x), de base cada subintervalo [z; 1, x;] y de altura el maximo de la
funcion f en en el intervalo [x;_1, ], el cual existe debido al Teorema 5.5.1:

M; =méx{f(z):x € [x;—1,2]}, i=0,1,...,n
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Y
y = f(z)
a 1 To T3 Ty 0 Ts b X
La suma de las areas de los rectdngulos es:
Sp, = iM b-a Suma Superior
Es evidente que
sn <a(R) < S,
tal y como se muestra en la siguiente figura
Y
y=f(z)
a T T2 T3 Ty cee Ts5 b X

Al ser f : [a,b] — R una funcion continua en el intervalo [a, b], se puede
probar que:

lim s, = lim S,
n—-+o0o n—-+o0o

El valor comun de estos dos limites se llama area de la region R y lo representamos
por a(R), es decir
a(R)= lim s, = lim S,

n—-+o0o n—-+o0o

Los limites anteriores son limites de sucesiones, los cuales no abordamos en
este curso por razones de tiempo. El concepto de limite de una sucesion se puede
consultar en el texto de Bartle [1].

Ejemplo 6.2.1
Vamos a calcular el area de la region R limitada por las rectas verticales v = 0y
r =2, eleje X ylacurvay = 2%
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X

=0 xr =2

En primer lugar, dividimos el intervalo [0, 2] en n subintervalos de la misma longi-

tud h: 9_0 9
h: = —

To = 0 T T Ty Ts Tg cee Tn

T
&

donde z; =0+th=1h,parai =0,1,...,n
En segundo lugar, calculamos el minimo de la funciéon f(x) = 2% en cada uno de
los subintervalos [z;_1,x;],coni =1,2,... n:

m; = min{ f(x) : x € [x;_1, 2]} = f(xiq)

ya que la funcion f es creciente en el intervalo [0, 2]. Pero

Flri) = F( = 1)) = (= 1D = (= 20+ 1)

Entonces 4
mi:(i2—2i+1)ﬁ, i=1,2,...,n
De aqui
"Lo2—-0 & 42 8
Sy = — = 22+ 1) ===y —(*—2i+1

Por otra parte, es evidente que

Sien

=1
Se puede probar por induccion, de forma similar a lo expuesto en el Ejemplo 5.4.13,
que

Zi_n(n+1)_n2+n
22

ZZ n+1(2n+1)_2n3+3n2+n
N B 6
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Entonces

8 <n(n+ 1)(2n+1) 2n2 +n N n)

T s 6 T
8 (20 +3n°+n  6n*46n  6n
_E< 6 6 +F)
8 2n® —3n2 +n
=
~ 8’ — 120 +4n

3n3

Utilizando un resultado similar al expuesto en el Teorema 5.3.14, se tiene que:

" " 8n® —12n% 4+ 4n 8
m s, = 1m = _
n—-+o00 n—-+o00 3n3 3

En tercer lugar, calculamos el maximo de la funcién f(x) = z? en cada uno de los
subintervalos [z;_q,x;],coni =1,2,... n:

M; = méax{f(x): x € [v;_1, 7]} = f(z;)

ya que la funcion f es creciente en el intervalo [0, 2]. Pero

4
- . 272 .2
flz;) = f(ih)=1ih" =1 =
Entonces N
M;=i*—=, i=12,...,n
n
De aqui
n 2_0 n \ 49 n 8 \
Por tanto
g Snn+1)2n+1)  82n°+3n°+n  8n’+6n’+2n
"3 6 3 6 B 3n3
Asi pues
3 2 2
lim S, = lfm on tOn+2n 8
n—-+oo n—-+oo 3713 3

Por ultimo, el area de la region R es:

a(R)=-= lim s,= lim S,

3 n—-+4oo n—-+4oo

Ejercicio 6.2.1
Calcula el area de la region limitada por las rectas verticales = 0y x = 4, el eje
X y la grafica de la funcion f(z) = 3x/4.
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6.2.2. Integral de Riemann

En el apartado anterior hemos visto como calcular el area de una region plana
limitada por dos rectas verticales, el eje X y la grafica de una funcion positiva y
continua en un intervalo cerrado y acotado. El mismo proceso seguido alli permite
definir una clase mas amplia de funciones: las funciones integrables.

Sea f : [a,b] — R una funcion acotada, es decir, una funcion de forma que
existen dos niumeros reales m 'y M tales que

m < f(r) <M

para todo € [a,b]. Recordemos que si la funcion f es continua en el intervalo
[a, b], entonces el Teorema 5.5.1 asegura que existen dos niimeros reales ¢, d € [a, b]
tales que

fle) < f(x) < f(d)

para todo = € [a,b]. Evidentemente, si f es una funcion continua en el intervalo
[a, b], entonces f es una funcion acotada en el intervalo [a, b]; para ello basta tomar
m = f(c)y M = f(d). El reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 6.2.2
La funcién

es acotada en el intervalo [0, 2], ya que
0< f(z) <1

para todo = € [0, 2], pero no es continua en el intervalo [0, 2] ya que no es continua
enz = 1.

Dada la funcion acotada f : [a,b] — R, se considera una particion regular
del intervalo [a, b] formada por n subintervalos [x; 1, z;], coni = 1,2,...,n,dela
misma longitud h = (b — a)/n, donde z; = a + i h,parai =0,1,...,n.

Evidentemente, f es una funcién acotada en cada subintervalo [z; 1, x;], pa-
rai = 1,2,...,n, por tanto podemos considerar el infimo y el supremo en cada
subintervalo:

m; =f{f(z):x € [x;i_1, ]}, 1=0,1,...,n
Mzzsup{f(x)xe [xi—l7xi]}7 ?;:0717"‘772'

Recordemos que el infimo (supremo) de un conjunto acotado de nimeros reales es la
mayor (menor) de las cotas inferiores (superiores) del conjunto y que siempre existe.
Cuando el infimo (supremo) pertenece al conjunto se llama minimo (méximo) del
conjunto. Para profundizar en estos conceptos se puede consultar también el texto
de Bartle [1].
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Ejemplo 6.2.3
El intervalo | — 0o, 4] es un conjunto acotado superiormente, pero no esta acotado
inferiormente; el nimero 5 es una cota superior de ese intervalo, ya que

r<b, V€] —o00,4]

El supremo del intervalo | — 0o, 4] es el numero 4, ya que este nimero es la menor
de las cotas superiores, es decir

4 = sup(] — o0, 4)

y como 4 ¢| — 0o, 4], se tiene que ese conjunto no tiene maximo.

A:{l:nEN}
n

estd acotado superiormente por el nimero 1, ya que

El conjunto

<1, YneN

S|

y esta acotado inferiormente por el nimero 0, ya que

1
, VneN

0<—
n

El nimero 1 es la menor de la cotas superiores del conjunto A y el numero 0 es la
mayor de las cotas inferiores del conjunto A. Como 1 € Ay 0 ¢ A se tiene que:

1 =sup(A) = max(A), 0=inf(A)

Una vez calculados el infimo y el supremo de la funciéon f en cada uno de los
subintervalos, se consideran las sumas inferior y superior:

Se puede comprobar que ambas sucesiones son convergentes, y

lim s, < lim S,
n—-+o0o n—-+o0o

En el caso de que se cumpla la igualdad se dice que la funcién f es integrable
(Riemann) en el intervalo [a, b], tal y como se muestra en la siguiente
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Definicion 6.2.1 (Integral de Riemann)
Una funcion acotada f : [a,b] — R es integrable en el intervalo [a, b], si

lim s, = lim S,
n—-+o00 n—-+o00

El valor comun de estos dos limites se llama integral definida de f en el intervalo
la, b], se representa por
b
| sayas
y leemos integral de f entre a y b.
El numero a se llama limite inferior de integracion y 0 se llama limite superior

de integracion.

El simbolo de la integral

/

2.

ya que la integral no es mas que el limite de una suma.

proviene del simbolo del sumatorio

Ejemplo 6.2.4
La funcion f(z) = 22 es integrable en el intervalo [0, 2] y

/ng(x)dx:/OQxdezg

tal y como se desprende del Ejemplo 6.2.1 y de la Definicion 6.2.1.

Ejercicio 6.2.2
Demuestra que la funcion

es integrable en el intervalo [0, 4], y
4 4
3
/ f(a:)dx:/ L dr =6
0 o 4

Teorema 6.2.1 (Continuidad implica integrabilidad)
Si f es una funcidn continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

El reciproco no es cierto en general, es decir, no toda funcion integrable en un
intervalo cerrado y acotado es también continua en ese intervalo.
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Ejemplo 6.2.5

La funcién

1
2

0 si0<z<
€Tr) =
/(@) {1 sil<ax<

es acotada en el intervalo [0, 2], pero no es continua en ese intervalo, tal y como
hemos visto en el Ejemplo 6.2.2. Veamos que [ es integrable en el intervalo [0, 2].

Vamos a calcular las sumas inferior y superior en funcién de que el nimero de
subintervalos sea par o impar.

Dividimos el intervalo [0, 2] en 2n subintervalos (nimero par de subintervalos) de
la misma longitud

2—-0 1
h = = —
2n n
I f I I f i I
ro =0 I T2 ey =1 0 g Tpgo o Top =2
donde x; = 0+ih =1ih,parai =0, 1,...,2n. Entonces, el infimo y el supremo de
la funcion f en cada uno de los subintervalos [z;_1, x;], parai = 1,2, ..., 2n, son:

0 sit=1,2,...,n+1
1 sit=n+2,n+3,...,2n

m; = f{f(z) :x € [x;_1, 2]} = {

0 sii=12,...,n

M; = su T):x € |xi1, T = .
p{/f(z) (i1, 2]} {1 sii=n+1,n+2,...,2n

Por tanto
N N n—1
Sop = m;— = — l=—(n—-1)=
n n
=1 =n-+2
2n 2n
1 1 1
Sop = M, — = — l1=—n=1
n n
=1 1=n+1
Es decir
n—1
lim s, = lim =1
n——+oo n——+oo n
lim S5,= lim 1=
n—-+oo n——+oo

Dividimos ahora el intervalo [0, 2] en 2n + 1 subintervalos (nimero impar de subin-
tervalos) de la misma longitud
2-0 2

T+l 2n+1
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290=10 Iy to Tpn 1 Tn+1 Tn2 T Ton+1 = 2
donde x; = 0+th =1 h,paras = 0,1, ...,2n+ 1. Entonces, el infimo y el supremo
de la funcion f en cada uno de los subintervalos [z; 1, z;], parai = 1,2,...,2n+1,

son:

0 sii=1,2,...,n+1
1 site=n+2,n+3,....2n+1

my =l {f(2) : @ € [y, 2]} = {

0 sii=12,....,n

M, = su T):x € |xq,Ti| = )

Por tanto
2n+1 2n+1
2 2 2 2n
%2 ;m2n+1 2n+1i;2 M1 2n+1
2n+1 2n+1
1 2 2 2n + 2
2 ; n 2n+1;n;1 o 1T =5
Es decir
i i 2n
im S9,11 = lim =
n——+o00 2ntl n—+oo 2n + 1
2n + 2
lim Sy,.1 = U =1
n—1>I—Poo n+l n—1>r—|1—100 2n -+ 1
Recopilando los resultados anteriores, obtenemos
lim s9, =1= lim s9,41

n—+o00 n—+oo

Como la subsucesion de los términos pares y la subsucesion de los términos impares
convergen a 1, se puede demostrar que:

lim s, =1

n—-+o0o
Igualmente, como
lim Sgn =1= lim Sgn+1
n——+00 n—+oo
se tiene que
lim S,=1
n—-+o0o
Por tanto
lm s,=1= lim S,
n—-+o0o n—-+o0o

y asi, aplicando la Definicion 6.2.1, obtenemos que la funcion f es integrable en el

intervalo [0, 2], y
2
/ flz)dr =1
0
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En general se puede demostrar que si f es una funcién continua en el intervalo
[a, b], salvo en un namero finito de puntos, entonces f es integrable en [a, b].

Como consecuencia del Teorema 6.2.1 y lo expuesto en la seccion anterior, el
area por debajo de curva se puede calcular mediante una integral.

Teorema 6.2.2 (El area como una integral)
Si f : [a,b] — R es una funcién continuay f(x) > 0 paratodo = € [a, b], entonces

o(R) = /abf(x) dz

A continuacion vamos a enunciar algunas propiedades de la integral.

Teorema 6.2.3 (Linealidad de la integral de Riemann)
Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en [a, b] y o € R. Entonces:

l. f+g¢:[a,b] — R esintegrable en [a, ] y
/ (f(z) + g(x)) dx—/ f(x)dx—l—/ g(z) dx

2. a- f:|a,b] — Res integrable en [a, b] y
b b
/a-f(x)dx—a-/ f(z)dx

Teorema 6.2.4 (Otras propiedades de la integral de Riemann)
Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en [a, b]. Entonces:

1. Si f(z) < g(x) paratodo = € [a, b], entonces

/abf(x)dx < /abg(x)dx

2. Si ¢ €]a, b], entonces f es integrable en [a, c| y en [c, D], y

/abf(x)dx—/acf(x)dx—l—/cbf(m)dx

La regla de Barrow va a ser el instrumento con el que calcularemos integra-
les. Para poder enunciar ese teorema necesitamos el concepto de primitiva de una
funcion.
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Definicion 6.2.2 (Primitiva)
Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo abierto /. Decimos que una
funcion derivable F' : I — R es una primitiva de f en el intervalo [ si

para todo x € [.
Si f esta definida en un intervalo cerrado y acotado [a, b], decimos que una funcion
F continua en [a, b] y derivable en ]a, b] es una primitiva de f en el intervalo [a, b] si

para todo = €|a, b|.
Cuando no se indica el intervalo en el que una funcidn tiene una primitiva, se en-
tiende que es el intervalo mas grande en el que posee primitiva.

Se puede demostrar que toda funcion continua posee primitiva.

Ejemplo 6.2.6

La funcién

23
3
es una primitiva de la funcion f(z) = 22, ya que

F(z) =

F'(x) = %39&2 =2 = f(x)

para todo x € R.

Ejercicio 6.2.3
Calcula una primitiva de la funcion

Teorema 6.2.5 (Regla de Barrow)
Sea f : [a,b] — R una funcion integrable en [a,b] y sea F' : [a,b] — R una
primitiva de f en el intervalo [a, b]. Entonces:

[ rta)da=F) - Fa

La regla de Barrow se escribe generalmente como

/abf(x) dr = [F(x)r

a

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 102 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



donde ,
[F(x)} — F(b) — F(a)

a
De esta forma calcularemos las integrales definidas y por este motivo es impor-
tante el calculo de primitivas.

Ejemplo 6.2.7
La funcion f(z) = 2% es integrable en el intervalo [0, 2], por ser continua en ese
intervalo (Teorema 6.2.1), y

2 2 372 3 3
2
/f(x)dx:/xde:V—} _2 s
0 0 3], 3 3 3

debido al Teorema 6.2.5 y al Ejemplo 6.2.6.

Ejercicio 6.2.4
Demuestra que la funcion

es integrable en el intervalo [0,4], y

/f dm—/—dm—G

aplicando la regla de Barrow.

Ejemplo 6.2.8
La funcién

0 si0<z«1
€Tr) =
/(@) {1 sil<ax<?2

es integrable en el intervalo [0, 2] tal y como hemos visto en el Ejemplo 6.2.5. De
forma mas sencilla, la funcion f es integrable en el intervalo [0, 2] ya que es continua
en ese intervalo salvo en x = 1. Ademas, teniendo en cuenta el Teorema 6.2.4,

obtenemos: ) ) )
dx = d d
| = [f@ars [ @

La funcién F'(z) = 0 es una primitiva de f en el intervalo [0, 1]. Aplicando la regla
de Barrow obtenemos:

/01f<$)dsc:/01()dgg: [F(@E:F(U_F(O):O_O:O

Igualmente, la funcion G(z) = x es una primitiva de f en el intervalo [1, 2]. Por
tanto, teniendo en cuenta la regla de Barrow:

/12f(x)da:: [G(x)ﬁ:G(Q)—G(l) 91—
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Entonces

/Ozf(x)dx:/Olf(x)dx+/12f($)dx:0+1:1

tal y como se mostr6 en el Ejemplo 6.2.5.

Los dos ultimos ejemplos nos muestran la importancia de la regla de Barrow a la
hora de calcular una integral definida. Comparese el célculo de las integrales de
estos dos ultimos ejemplos con las calculadas en los Ejemplos 6.2.1y 6.2.5.

Ejemplo 6.2.9
El area del rectangulo de lados a y b de la siguiente figura

Y |
|
- ey =
. ¢
es .
/ bdr = [ba| =ba—b0=ab
0 0
como simple aplicacion de la regla de Barrow.
Ejemplo 6.2.10
El 4rea de un tridngulo rectangulo de base b y altura h de la siguiente figura
y | h
| /// Yy = E'I
Pt X
x=0 r=b i
es

/”h h/” h[:ﬁr h<2 o?) hb?  bh

—vdr = — zdr=—-|—| =-|=—= | =77 =—

) b b /o b2, 2 9 b2 2
5

6.2.5.

< =
b

después de tener en cuenta los Teoremas 6.2.3
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El area del semicirculo de radio r la calcularemos mas adelante. Para ello nece-
sitamos calcular una primitiva de la funcion

fl@) = VT2

El célculo de primitivas lo abordamos en la siguiente seccion.

6.3. Integral indefinida

En esta seccion no se pretende hacer un estudio exhaustivo del calculo de primi-
tivas, sino estudiar algunos métodos de integracion como son el método de cambio
de variable (aplicandolo sélo a algunos casos particulares), el método de integracion
por partes y la integracion de funciones racionales. En este tltimo tipo de integrales
no se considera el caso en el que el denominador posea raices complejas multiples,
para que el que se usa el método de Hermite.

6.3.1. Definicion y propiedades inmediatas

Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo abierto / y sea F' una
primitiva de f en ese intervalo. Dado cualquier numero real K, se tiene que la
funcion G(z) = F(x) + K también es una primitiva de f en el intervalo /, ya que

G'(z) = F'(z) = f(z)

paratodo z € I.
Ademas, si GG es otra primitiva de f en el intervalo I, se tiene que

G'(z) = f(z) = F'(x)
para todo = € /. Entonces
(G = F)(x) = G'(x) = F'(z) = f(z) = f(x) = 0
para todo = € [. Por tanto, aplicando el Teorema 5.5.5, existe un C' € R tal que
(G—-F)(x)=C

para todo = € I, es decir:

paratodo x € I.
Si f esta definida en un intervalo cerrado y acotado se procede de la misma
forma.

El estudio realizado sobre las primitivas de una funcién conduce a la siguiente
Definicion 6.3.1 (Integral indefinida)

Llamamos integral indefinida de una funcién f al conjunto de todas sus primitivas;
lo representamos por el simbolo
[ s
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Entonces, si F' es una primitiva de f, debido a la definicion anterior, se tiene que:

/f(:c)dx:{F(a:)—l—C’:C’eR}

Para simplificar la notacion se escribe

/f(x) de = F(z)+C

y se dice que C' es la constante de integracion.

Ejemplo 6.3.1
La integral indefinida de la funcion f(z) = 22 es

/f(x)da::/:cha::%S—i-C

como consecuencia del Ejemplo 6.2.6.

Ejercicio 6.3.1
Calcula la integral indefinida de la funcion

El siguiente teorema muestra que la integracion es el proceso inverso de la deri-
vacion.

Teorema 6.3.1 (Propiedades inmediatas de la integral indefinida)
1. Si f es una funcion derivable, entonces

[ r@yde =@+ c
2. Si f tiene primitiva, entonces

d
7 [ f@de = @

Aqui hay que tener en cuenta que estamos derivando el conjunto de todas las
primitivas de f.

Como consecuencia del Teorema 5.4.7, se tiene que si f y g son dos funciones
que tienen primitiva, entonces f + g también tiene primitiva. Ademads, sia € Ry f
es una funcidn que tiene primitiva, entonces « - f también tiene primitiva. Esto se
resume en el siguiente
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Teorema 6.3.2 (Linealidad de la integral indefinida)
Sean f,g : I — R dos funciones que tienen primitiva en el intervalo [ y sea
a € R. Entonces

1. /(f(x)—l—g(x)) dx:/f(x)dx—l—/g(x)dx
2. /oz-f(x)dmzoz-/f(m)dm

Como consecuencia de los resultados expuestos en el apartado 5.4.2, obtenemos
la siguiente tabla de integrales inmediatas:

/adx:ax—i—C, a€eR

+C, n#-1

SHE

de =Inl|z|+ C

, a>0, a#1

cosxzdr =senx + C

senxdr = —cosz + C

dr =tgx +C

foa
/
Joro=i
/
/
=

cos? x

sen? x

1
/ dr = —cotgx + C

dr = arcsenx + C

=

1
/1+x2dx:arctgx+0

1
/\/ﬁdlen r+vVri+al+C, a€eR
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Aqui hay que matizar que la funcion In |z| es una primitiva de 1/ en los intervalos
10, +00[y ] — 00, 0[, pero no es una primitiva en R, ya que In |z| no es derivable en
x=0.

En el caso de la tltima integral inmediata es facil comprobar, aplicando la regla
de la cadena, que la funcién

Fx)=l|z+ V2?2 +a

es una primitiva de
1

f(z) = 55—
(=) vat+a
en aquellos intervalos en los que = + /22 + a sea positivo o negativo. En concreto:

= Sia = 0, entonces

r+vVat=x+|z]|>0<= x>0

= Sia > 0, entonces
r+vVri+a>0, Ve eR

= Sia < 0, entonces
r+vVri+a>0<x>+vV—a
r+Vrt+a<0<<= x<vV—a

Ejemplo 6.3.2
Vamos a calcular la integral indefinida

/(x2 —52%) Vadr
Para ello escribimos el integrando como
(22 = 52%) z = (22 —5a®) w2 = 2¥"2 — 5%t = g2 —5ad

y aplicamos la linealidad de la integral indefinida y la tabla de integrales inmediatas:

/(x2—5x3)ﬁdx:/(x2—5x3)x%dx:/(x%—5x%)dx

. S+1 T+1
:/xidx—S/x%dx:?Z —5?2 +C
5—’—1 §+1

10
= SIS atE+C

Ejercicio 6.3.2
Calcula la integral indefinida
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6.3.2. Meétodos generales de integracion

A partir de la regla de la cadena y de la derivada del producto de dos funciones
se obtienen los llamados métodos generales de integracion: integracion por cambio
de variable e integracion por partes.

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la regla de la cadena.

Teorema 6.3.3 (Primer método de cambio de variable)
Sea f : I — R una funcion de clase C' ysea J = f(I).Sig: J — Resuna
funcion continua, entonces

donde G es una primitiva de g.

Este teorema da lugar a la tabla de integrales inmediatas extendida:
/af’(x)dx:af(m)—i-C, a€eR

fla)m!

C ~1
el TO

JECRCEE

L =Inl|f(x
/Mﬂx)dm—l @) +C

of @

+C, a>0, a#1
Ina

/af(i) f(x)dx =
/cos f(x) f'(x) dz =sen f(x)+ C
/sen f(x) f'(x)dx = —cos f(x) + C
1 , B .
/(30s2f(x)f<x)dm_tgf( )+C

/1 f'(z)dx = —cotg f(x) + C

sen? f(x)

xr = arcsen f(x) + C

1 oy
/ﬁ_f(wf( )d
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L ! = arc x
/Wf(x)dx— tg f(z) +C

/\/7 dx—ln‘(x)—i-\/m‘—i-(?,aeR

Ejemplo 6.3.3
La integral

/(3x —4)°dw

es casi inmediata, ya que s6lo hace falta multiplicar y dividir por la derivada de
3x — 4 para que la integral sea inmediata, y aplicar la linealidad de la integral:

/(3x—4)5dx:/(3x—4)53§dx: %/(3:5—4)53%

1 (3z —4)° 1
= T 0= B4 C

Ejercicio 6.3.3
Calcula las integrales indefinidas:

(@) / (45%2)7 (b) / _4cotgz dx
()/x t_ﬁl ) /cos(7x—4)dx
(e) / e T dx f) / 4sen (4z — 9) dx
(g) / - Zil ) / v e gy

0 [ e s 0 [ A

® [ e 0 |

dx sen \/x
™ | = o =g

e’ arcsen (3z)
71 —d
() / cosz e 7 ©) / m
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dz dz
2 /COSQ$\/1+tg2:C @ /\/1—9x2

2 e’
0 [ 5 O [ o
3 dz
O [ =
dz x
© [ s [

En algunas ocasiones, por simplicidad, como por ejemplo en algunos apartados
del ejercicio anterior, se suele escribir

dx
(z)
en lugar de
1
——dx
7
Es decir

dx 1
m:/m“

Teorema 6.3.4 (Segundo método de cambio de variable)

Sea g : J — R una funcion de clase C' tal que ¢'(t) # 0 paratodo t € J y sea
I =g(J).Seah: I — Rlafuncion inversa de g. Si f : I — R es una funcion
continua y

/ﬂmmﬂwsz@+o

entonces

/f(:c) de = K(h(z)) + C

El teorema de la funcién inversa, el cual garantiza la existencia de la funcion h del
teorema anterior, no se ha enunciado en el tema anterior y se puede consultar en el
libro de Bartle [1].

En la préctica, este teorema se suele aplicar haciendo:

/f(m) dr = {.1 = g(f% dr = ,q’(t) dt}

=/ﬂmmﬂﬂﬁ=K@+C
={t="h(z)} = K(h(x))+C

A partir de este teorema se pueden calcular ciertos tipos de integrales y tales inte-
grales se dice que se calculan utilizando el método de cambio de variable.
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Ejemplo 6.3.4
La integral indefinida

/\/T2 — 22dx

la calculamos haciendo el cambio de variable x = r sen ¢ (también se puede calcular
con el cambio de variable z = r cos t):

/\/TQ—xde:{:E—’r‘sont,dx—’rcostdt}:/\/TQ—TQSeth rcostdt

:/rcost\/ﬂ(l—sen2t)dt:/rcostvﬂcos?tdt

1 2t 1 2t
Z/’I"QCOSQtdtZ/7"2—’_#8()6%:7"2/%8()(%

_ % </dt—|—/cos (2t) dt) < Senézt)) e

xr  sen(2arcsen¥)
:{t rcsen—}z; arcsen — -+ 5 +C
r

Ejemplo 6.3.5
FEl area del semicirculo de radio r

se puede obtener con la integral
,
/ Vr? —a?dx
-r

tal y como hemos visto en el apartado 6.2.1. Para calcular dicha integral utilizaremos
la regla de Barrow.

En el Ejemplo 6.3.4 hemos comprobado que la funcion

2 sen (2 arc sen
F(x)Z%(arcsenf—l— ( 5 ’")>
T

es una primitiva de la funcion f(x) = +/r? — x2; por tanto, aplicando la regla de
Barrow, obtenemos

r 2 sen (2 arc sen £ "
/ Vre —22de = [% (arcseng—l— ( 7"))]
- r .

2
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es decir

T 9 5 )
/ Md$=%<arcsen1+sen< arc sen ))

- j
- ﬁ arcsen (—1) + sen (2arcsen (—1))
? 2
r? (7 sen(r) 2 r sen(—n)
BEACH (s
_ 7 n r?ror?
T 92927927 79

Asicomo el método de cambio de variable es consecuencia inmediata de la regla
de la cadena, el siguiente método se deduce de la derivada del producto.

Teorema 6.3.5 (Método de integracion por partes)
Sean f, g : I — R dos funciones de clase C'. Entonces

/ f(2) g2 de = f(a) - g(x) - / f(@) - g(a) de

El método de integracidn por partes se puede escribir como

/udv:uv—/vdu

u=f(z) = du= f'(z)dx
v=yg(z) = dv=g'(z)dz

tomando

Este método se aplica a la integracion, entre otras, de las siguientes funciones:
» p(x) €+, donde p(r) es un polinomioy k € R.

= p(z) sen (mx), donde p(z) es un polinomioy m € R.

» p(z) cos (mz), donde p(x) es un polinomio y m € R.

» e sen (mx), donde k,m € R.

» €% cos (maz), donde k,m € R.

B arcsencx.
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B Arccos .
m arctgx.

» p(z) Inz, donde p(z) es un polinomio.

/Zx sen z dx

u=2x, dv=senxdx

Ejemplo 6.3.6
Para calcular la integral

tomamos

ya que si consideramos
u=senxr, dv=2xdx

entonces la integral de la derecha en la formula de integracion por partes es mas
complicada que la integral original.
Con la eleccion considerada

/255 senzdr = {u=2z,dv =senzdr;du =2dr,v = —cosx}
= 2x(—coszx) — /—COSZL‘ 2dx

= —2:L‘cosx+2/cosxdx

= —2zxcosx +2senzx + C

Ejemplo 6.3.7
La integral indefinida

/e”f sen z dx

tanto se puede calcular considerando
u=¢€", dv=senxdx
en cuyo caso
du=¢€"dr, v=—cosx

como tomando
u=senz, dv=¢€"dx

en cuyo caso
du=cosxdr, v=¢€"
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En cualquiera de los dos casos hay que aplicar dos veces el método de integracion
por partes. Considerando la primera eleccion, tenemos:

I = /em senzdr = {u = €*, dv =senzdr;du = € dx,v = — cosx}
=e(—cosx) — / —cosz €’ dx
= —¢€"cosx + /emcoszcdx

= —¢€%cosx + J

donde
J—/excosxdx

Para calcular la integral J hacemos la misma eleccion que hemos hecho para calcu-
lar la integral I:

J= /ew cosrdr = {u =¢€",dv =coszdr;du =€ dr,v =senx}

=e"senz — /Senxemdx

=¢e%senz — [

Entonces
I =—¢e%cosx+J=—¢€"cosx +€"senx — [
de donde
2] = —e®cosxz +€%senzx
Es decir
e*(senx — cosx
I= ( ) +C

2

Ejercicio 6.3.4
Calcula las siguientes integrales indefinidas utilizando el método de integracion por
partes:

(@) /(:IZ'2 +1) cosz dx (b) /(x —22%) e“dx
(c) / z? e dx (d) / e* coszdx
(e) /(:IZ'2 — 3z) (sen (2z) + €")dx 3 /arc cosx dx

(2) /arcsen (2x) dx (h) /lng;-dgg
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(@) /(m — 1) (sen (2x) + cos (3x)) dz  (j) /(Qx —2) Inxdx

(k) /63“ sen (2z) dx 0] /a:' arctgx dx

6.3.3. Integracion de funciones racionales

La integracion de funciones racionales va a ser el inico método de integracion
que vamos a considerar, ademas de los expuestos en el apartado anterior.

Laresolucion de una integral de una funcion racional conlleva la aplicacion de la
regla de Ruffini, la division polindmica y la descomposicion en fracciones simples;
esta descomposicion conduce a la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
compatible determinado, con lo que se establece una relacion con la primera parte
de la asignatura. Aqui no consideramos el caso en el que el polinomio del denomi-
nador de la funcién racional tenga ceros complejos multiples (que se resuelve por
el método de Hermite).

La importancia de este método de integracion también se debe a que muchas
integrales se reducen a una integral racional mediante un cambio de variable (in-
tegrales de irracionales algebraicos, integrales de funciones trascendentes, ...). La
integracion de tales funciones se puede consultar, por ejemplo, en el texto de Cas-
tello [2].

La integral

donde p(z) y ¢(z) son polinomios, se dice que es una integral racional.
Las funciones racionales:

A
(i) ——, donde A,a € R.
r—a

A
(i) ——,donde A,a e Ry ke N—{1}.
(x —a)*
A B
(i) == donde A, B,m,n € Rym? — 4n < 0.
e+ mr+n
) Ar+ B 2
(iv) <x2+mx+n)k,dondeA,B,m,nER,kEN—{l}ym —4n < 0.

se llaman fracciones simples.
Se distinguen dos casos:

1. Si el grado del polinomio p(z) es mayor o igual que el grado del polinomio
q(z), entonces se efectua la division de los polinomios:

q(z)

po) i)
= )+Q($)
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donde el polinomio () es el cociente y el polinomio 7 () es el resto. En este
caso, el grado del polinomio r(x) es menor que el grado del polinomio g(x).

Entonces () ()
/%dmz/c(m)daﬁL/mdm

Ejemplo 6.3.8
En la funcion racional

23 + 52?2 — 4z + 20
3 — a2 +2x+4

R(z) =

el grado del polinomio del numerador es igual al grado del polinomio del denomi-
nador; por lo tanto, para calcular la integral indefinida de la funcion racional hay
que realizar la division de los dos polinomios:

$3+5$2—4$+20‘$3—$2+2:€—|—4
— 23+ 22 —2x— 4 1
622 — 6z + 16

Es decir

622 — 62 + 16 149 322 — 3z + 8

R :1 —=
(z) +x3—x2+2x+4 + 3 — 22 +2x+14

Entonces, aplicando la linealidad de la integral, obtenemos:

32 —3r +8
0 / (z) de /( * :c3—x2—|—2:c—|—4> ’

322 — 32+ 8
/x—l— /:c3—m2—|—2x—|—4 r=x+ 21

donde

322 —3x +8
I, = d
! /x3—:c2+2:c—|—4 o

2. Si el grado del polinomio p(x) es menor que el grado del polinomio ¢(x),
entonces la funcidn racional se llama funcion racional propia, y ésta se pue-
de escribir como suma de fracciones simples (descomposicion en fracciones
simples).

La descomposicion en fracciones simples de una funcion racional es unica. Para
un estudio detallado de la descomposicion en fracciones simples de una funcion
racional propia se puede consultar el libro de De Burgos [3].

Ejemplo 6.3.9
Para descomponer en fracciones simples la funcion racional

3z? — 3 + 8

S(z) =
(z) 3 — a2+ 20+ 4
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hay que calcular los ceros del polinomio del denominador, es decir, hay que calcular
las raices de la ecuacion:
23—+ 2 +4=0

Aplicando la regla de Ruffini

1 -1 2 4
-1 -1 2 -4

1 -2 4[] 0

obtenemos la factorizacion del polinomio del denominador

2?2+ 4= (v +1)(2% - 20 +4)
ya que la ecuacion de segundo grado
2 =20 +4=0
no tiene raices reales, pues su discriminante, A, es negativo; en efecto:
A=(-22—-4-1-4=4-16=-12<0

De acuerdo con el texto de De Burgos [3], la descomposicion en fracciones simples
de la funcion racional S(z) es:

S5(x)

siendo A, B y C' tres nimeros reales (inicos) a determinar. Para obtener los valores
de A, By C escribimos

B A n Bx+C
oo+l a2—2x+4

A(@? =2z +4)+ (Bx + C)(x + 1)
(x 4+ 1)(2? — 2z + 4)

S(z) =

y asi
372 —3r+8=A(x* —2x +4)+ (Bx + C)(z + 1)

para todo z € R.

La igualdad anterior se cumple para todo € R; en particular se cumplira, por
ejemplo, para z = —1, para x = 0 y para x = 1, lo que conduce al siguiente
sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas compatible determinado:

r=-1: 14=7A
r=0: 8=4A+4+C
r=1: 8=34A+42B+3C
Se puede comprobar facilmente que la solucion del sistema anterior es A = 2,
B=1yC=0.
Entonces, la descomposicion en fracciones simples de la funcion racional S(z) es:

2 T
S(z) =
(z) x+1+x2—2x+4
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El teorema fundamental del algebra establece que toda ecuacion polindmica
de grado n > 0 con coeficientes reales (complejos) tiene exactamente n raices
complejas, donde cada raiz cuenta tantas veces como su multiplicidad. La ecuacion
del ejemplo anterior

23—+ 20 +4=0

hemos visto que tiene una raiz real, z; = —1, y dos raices complejas (conjugadas):
2+ v—12
2—+/—12

es decir, la ecuacion tiene tres raices complejas (R C C).
Ademas, el mismo teorema fundamental del algebra asegura que:

P — 2?4+ 20+ 4= (z—21)(x — 22) (7 — 73)
=@+ 1) (2= (1+30) (2 - (1= V3D)
= (z+1) (:c? — (1 — V/3i) — 2(1 + V/3i)
+ (14 V3i)(1 - Jﬁz’))
= (z+1)(2* -2z +4)

Tal y como se muestra en el texto de De Burgos [3], en la descomposicion en
fracciones simples de la funcion racional propia S(x) del ejemplo anterior, se dice
que a la raiz real simple x; = —1 le corresponde la fraccion simple

A
r+1

siendo A un nimero real a determinar, y se dice que a las raices complejas simples
conjugadas zo = 1 + V3i yry=1-— V/3i les corresponde la fraccion simple

Bx+C
2 —2x +4

siendo B y C' dos numeros reales a determinar. Por tanto

A Bx+C

S =
(%) x+1+x2—2x—|—4
Si la raiz ;1 = —1 fuese de orden 4, le corresponderia la suma de fracciones
simples:
A B C D

P S PR R YR S E R PSRBT

siendo A, B, C'y D cuatro numeros reales a determinar.
Por ejemplo, la descomposicion en fracciones simples de la funcién racional
propia
3x* + 1922 + 8522 + 115z — 30
x5 4+ 7ot + 1623 + 1222 — 92 — 27
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es
A B C Dx+ F

r—1 Jr:EJr3Jr (x4 3)2 +x2+2x+3
siendo A, B, C, D y E cinco niumeros reales a determinar, ya que, a partir de la
regla de Ruffini, se puede comprobar que

2° + T2t 4+ 162° + 122% — 92 — 27 = (v — 1) (2 + 3)*(2* + 22 + 3)

Ejercicio 6.3.5
Obtén la descomposicion en fracciones simples de la funcion racional propia

3x* 4+ 1923 + 8522 4+ 1152 — 30
b+ Txd + 1623 + 1222 — 92 — 27

La integracion de una funcidn racional se reduce, por lo tanto, a calcular las
integrales de las fracciones simples. Las integrales de las fracciones simples de
tipos (1) y (i1) son inmediatas.

La integral indefinida de la fraccion simple de tipo (i) es:

A
/ de = Aln|z —a|+C
r—a

La integral indefinida de la fraccion simple de tipo (ii) es:

/ﬁdxz/mx—a)kdx

(:L‘—a)*kﬂ
vy
1 ¢
A
S A W@ —a ¢

Para calcular la integral indefinida de la fraccion simple de tipo (iii)

mx +n
Iy= | ———dx
0 ax? +bx +c

donde m,n,a,b,c € R,conm,a # 0y b*—4ac < 0, procedemos como explicamos
a continuacion.
En primer lugar escribimos el numerador del integrando como:

mx +n = A(2ax +b) + B

donde

~ 2an — bm
2a
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Para no tener que memorizar estas expresiones, procedemos de la siguiente forma:

n m 2an
mx+n=m(m+—> = — (2ax+—>
m 2a m

2
:E<2ax+b—b+ﬂ>
2a m

m 2an — bm

=—|2ax+b+ ——
2a m

m 2an — bm

m
= — (2 b —
2a(ax+)+2a m

2an — bm

m
— ™ Qaz+b
2a(ax—|—)+ 5

de donde

De esta forma

A2 b B
ar? +br +c

2
:A/ ar +b dx+B/ dzx
ax? +bxr +c ax? +br +c

= Aln|ax® + bx + | + B,

I _/ dx
e az? +bxr +c

En segundo lugar, escribimos

donde

ar’ +br+c=M ((pr+q)*+1)

Para ello, hacemos

4 1
az? + bz +c = —(az? +bw + ¢) = — (da’2? + 4abx + dac)
4a 4a
.
= ﬁ((Qa:L‘+b)2+K):{4ac:b2+K;K:4ac—bQ>0}

_4ac—b2 < 2ax + b )2+1
 4a Viac — b?
_dac—b? 2a

b
M = ) I = T
4a P Viac — b? 1 Viac — b?

donde
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En el paso dividimos numerador y denominador por 4a. En el paso escri-
bimos
4a*x* + 4abr + 4ac = (2ax +b)* + K

donde
K =4ac—b >0

Y en el paso sacamos factor comun K e introducimos K dentro del cuadrado.
Por ultimo

dx
[1 - / B
4ac—b? << 2ax+b > + 1)

4a V4ac—b?
B 4a / dx
— — :
B C =3

P4 a
da  v4dac — b? / \/ﬁ s
©

12 2
dac — b 2 iﬁtiz) 1

2 . ( 2ax + b >—|—C
= ——arc B
& Vdac — b2

En el paso multiplicamos y dividimos por
2a

V4dac — b?

dentro y fuera de la integral para obtener una integral inmediata. El algoritmo an-
terior se conoce como el algoritmo de los cuatro pasos y se puede consultar en el
texto de Castello [2].

La integral [, anterior es una integral de una fraccion simple de tipo (iii), ya que

mr+n T4y
ar? +br+c a2+ Ltz ¢

y, evidentemente, si b?> — 4ac < 0, entonces

@1e= 22"y
a a2 a a?

b\ > c b de b —dac
” =
Es evidente que en la practica no aplicaremos la formula anterior, la cual resulta

un tanto complicado de memorizar, para calcular una integral de este tipo, sino que
aplicaremos el mencionado algoritmo.

Ejemplo 6.3.10
Vamos a calcular la integral

322 —3x +8
I, = d
! /x3—:c2+2:1:+4 v
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del Ejemplo 6.3.8.
En el Ejemplo 6.3.9 hemos obtenido que

3z =3z +8 2 N x
2 —224+20+4 x4+1 12—2x+4

por tanto
2 x
I, = d
! /(x+1+x2—2x—|—4> v
dx x
=2 —d
/m+1+/x2—2x+4 .
=2In|z+ 1|+ I,
donde

x
]2_/x2—2x+4dx

Para calcular esta integral escribimos:

2 12 1(2 2+2) 1(2 2)+1
rT=-1r=-2x=—(20— = —(2z —
2 2 2 2
y asi
12z —2)+1
]2:/—2( ) dx
x? —2r+4
1 2x — 2 1
=— | ——d —d
2/952—295—1—4 x+/:c2—2x+4 o
1
:§1n|x2—2x+4|+13
donde

1
[: -
’ /x2—2x—|—4dx

Para calcular la integral I3 aplicamos el algoritmo de los cuatro pasos:

4-1 4
P —2wtd = T 2 d) = (@7 =20 +4)

1 1

:Z(4x2—8x+16) = Z((20@—2)2+K)
1

:{16:4+K;K:12}:Z((zx—2)2+12)
P3
12 (20 -2 |\ [ (222 2+1
4 12 - V12

() ()
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y asi

Entonces

1 3 -1
Il:21n|x+1|—|—§1n‘x2—2x+4|+garctg <x\/§ )+C

Ejemplo 6.3.11
La integral indefinida de la funcion racional R(x) del Ejemplo 6.3.8, teniendo en
cuenta el Ejemplo 6.3.10, es

2v3 -1
IO:x+41n\x+1\+ln|m2—2x+4‘—l—T\/_arctg(x )+C’

V3

Ejercicio 6.3.6
Calcula las siguientes integrales utilizando el algoritmo de los cuatro pasos:

()/2m2+1 ®) /9w22+4dx
(c)/_x\Q/i_zdx ()/3562+4
(e)/3:c2+2\/\§§$+2dm m/%
© [ ) [ gy
(D/k@ﬁ—jx+hﬁdm VW/?ﬁ%?ﬁ
(k)/% (D/@dw

()/‘ 205 ()/ LT
dx dx
3x2+2x+1 2 +2x + 13
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Ejercicio 6.3.7
Calcula las siguientes integrales de fracciones simples de tipo (iii):

()/:CQ—T—;:Cl—i-iS ) /:1:‘2211_—?—1
(c)/%f—i_xlﬂdx ()/3x26x;x+2dx
()/23:62121 ! (f)/ xfj:j— x
&) /2x23i ;_x7+5d ) /3x24x;_—ﬁ7

Las integrales de las fracciones simples de tipo (iv) se pueden calcular utilizando

el método de Hermite, pero no las abordaremos aqui.

Ejercicio 6.3.8
Calcula las siguientes integrales racionales:

3x? — 51 + 2 2422 -5
(a)/xg x T+ dr (b)/ x°+ 2 i

+ 2224+ 2r+1 w3 +a24+r—3
(©) / rc?’x:; dz (d) / $3+i2_+2x_3dx
ofS, [ b,
O O e
(i)/:c4+2:c:§2—x—2dx (])/:c4—1

Ejercicio 6.3.9
Calcula las siguientes integrales racionales:

423 + 1322 + 152 — 14
(@)

d
3+ 222+ 2x -5 v

225 — 4x* + 52% — 1022 + 150 — 4
(b) x

24 4+ 623 + 1122 + 122+ 5

()/Qx + 23 —322+5x+1
T
53 +922 —8x + 4

()/ 3t — 623 + 322 4+ 32 — 12
x
— 623 4+ 1622 — 212 + 10
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6.4. Aplicaciones de la integral

Tal y como hemos visto al principio de este tema, la integral surge de un proble-
ma geométrico: el problema del area.

Ademas de esta aplicacion geométrica, mediante una integral podemos calcular
el volumen de un so6lido de revolucion, el area de una superficie de revolucion y la
longitud de arco de una curva.

Entre las aplicaciones fisicas, podemos destacar el trabajo realizado por una
fuerza y el célculo de la masa y el centro de masa de una varilla.

Aqui nos centraremos en el calculo de areas de regiones planas.

En la apartado 6.2.1 hemos obtenido que si f : [a,b] — R es una funcién
continua tal que f(x) > 0 para todo = € [a, b], entonces el area de la region R que
se muestra en la siguiente figura

Y
y = f(x)

€S

o(R) = / ) di

Ejemplo 6.4.1
El area de la region R que se describe en la siguiente figura

€S
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Si f: [a,b] — R es continuay f(x) < 0 para todo x € [a,b|, entonces
—f :[a,b] — R es continuay —f(z) > 0 para todo x € [a, b], como se muestra
en la siguiente figura:

Y

Entonces

a(R) = a(S) :/ab—f(x)dx: —/abf(x)dx

Ejemplo 6.4.2
El 4rea de la region R de la siguiente figura

r=—1 1 Y r=2

R

€S
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después de tener en cuenta el resultado del Ejemplo 6.4.1.

Si f : [a,b] — R es continua y no tiene signo constante, como es el caso de la
siguiente figura

Y y = f(z)
a d bX

c d b
olR) = alRs) + alRa) +al(Ro) = [ J@do+ [ —f@do+ [ p@)ao

se tiene que

siendo R = Ry U Ry U R;3.

Ejemplo 6.4.3
El area de laregion R = Ry U Ry U Ry

Y

/—1

donde f(x) = —z* + 1123 — 3222 + 4z + 48, es

a(R) = a(Rl) + G(Rg) + G(Rg)
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Pero

xd 1124 3243

o) = [ siyds = B

2
+ 227 + 484
1

5 4 3
2—3—52+1T76—2—§6+8+96
- (—%H%—‘T”m_%) :%
a(Ry) = /4 —f(z)dr = [x—S _Uat 328 277 — 4895]4
) 5 4 )
_ 10524 _ 28416 . 20348 39109
32 176 256 2
- (E‘T+T_8_96) 21%6
o) = [ ) de = [—‘5 L Uet 327 ey 4846
4 ) 4 3 .
_ _77576 n 14z56 _ 69312 479 4 988
B (_ 10524 n 28416 _ 20348 394 192) _ 31_6;

Por tanto

1773 236 364 2573

a<R) - a<R1) + G(RQ) + a(Rg) = W + 1—5 + 1—5 W ~ 128.65

Ejercicio 6.4.1
Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion f(z) y el eje X en
cada uno de los siguientes casos:

(@) f(z)=a2*-4 ) f(z) =23 —2*—6x
(¢) f(z) =2®+32% — 4 (d) f(x) =2t + 42> — 162 — 16
(e) f(z) =2®—bz* + 6z

Ejercicio 6.4.2

Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion f(z) =z e, las

rectas * = x1y T = T, donde x; y x2 son los extremos relativos de la funcion
f(x),yeleje X.
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Si la region R esta limitada por las graficas de dos funciones f, g : [a,b] — R
continuas donde f(z) > g(x) para todo = € [a, b], como en la figura siguiente

Y

entonces b
o(R) = / (f(x) - g(x) da

Un caso mas general lo exponemos en el siguiente

Ejemplo 6.4.4
Vamos a calcular el area de la region limitada por las graficas de las funciones
f(x) =323 — 102 + x + 6y g(z) = —2® + 4z — 3.

En primer lugar, necesitamos conocer los puntos de corte entre las dos curvas. Tales
puntos seran aquellos cuyas abscisas verifiquen la ecuacion:

32° —102* + 2+ 6 = —2* + 42— 3
es decir
30— 922 —324+9=0; 2° 322 —24+3=0
Aplicando la regla de Ruffini
1 -3 -1 3
1 1 -2 -3
1 —2 =3[ 0
obtenemos que z = 1 es una raiz de la ecuacion anterior y que las otras dos raices
satisfacen la ecuacion de segundo grado:

2+V4+12 244
2 —20—-3=0; = 2+ = =1+2

es decir, las otras dos raices sonx = 3y z = —1.
Como

f(=1)==8=yg(=1), f(1)=0=yg(=1), fB3)=0=yg(3)
los puntos de corte son (—1, —8), (1,0) y (3,0).
En segundo lugar, calculamos el signo de la funcion

f(z) — g(z) = 3(2® — 32% — 2+ 3)

aplicando el teorema de Bolzano:
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Es decir:

f(z) <g(x) <= x €] —o00,—-1[U]L 3|
f(z)>g(x) <=z €]—-1,1[U]3,+0]

De aqui, la region solicitada es la limitada por las dos curvas

Y

Por ultimo, llamando R a la region limitada por las dos curvas, se tiene que

o) = [ () =g do+ [ (ofe) = f(@) do

Pero

4
1 1 1 1
i-1-3+3-(3+1-5-3))
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:3[x——x3—x—+3x

2

2
9
2

|

4
81
=3(=—21—-Z 49—
(G5
=3.4=12

Entonces

a(R) =24

Ejercicio 6.4.3

3

1

(

3
3/ (2° —32° —x +3)dw
1

111—|—3
4 2

Calcula el area de la region limitada por las siguientes curvas:

(@y=a23+42>—-T72—-10 e y=102%+ 17z — 74.

B)yy=2>-22—-2 e y=-222+x+4.

() y=32>—2>—-10x e y=—a°+2z.

(d)y=5x>—-5x+11 e y=32%+5r+ 3.

(e)y=a>—4x+3 e y=—a+2x+3.
Ny=32>—1022+2+6 ¢ y=—2*+4r—3.

@ y=2* e y=|z+2|

Ejercicio 6.4.4

Calcula el area de la region limitada por las graficas de las siguientes funciones:

2

@ f@) =5 ¥ 90)=F
®) f(x) =2 y g(x) =z
(©) flz)=—-2*—4x+2 y g(z)=2%—4.
@) f(x) =2 y g(z) =—2* +2z.
2 2
@ f(2) =7 v glo)= 5

(f) flz) =2 -8z +8 y g(a) =
(@) flz)=—-2"+22+3 y g(z)=a+1
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Tema 7

Funciones de varias variables

7.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado las propiedades de las funciones reales de una va-
riable real. Sin embargo, muchos problemas de Ingenieria se plantean en términos
de funciones de dos, tres 0 mas variables reales; en otras ocasiones, algunas mag-
nitudes fisicas como son el vector de posicion, la velocidad o la aceleracion de una
particula vienen dadas mediante una funcion vectorial.

El esquema que seguiremos en este tema sera similar al seguido en el Tema 5,
introduciendo el concepto de limite desde un punto de vista intuitivo sin entrar
en consideraciones formales que exceden las caracteristicas de esta asignatura. A
continuacion abordamos la nocion de funcion continua estableciendo la misma de-
finicion que en el caso de las funciones reales de variable real. No abordaremos
el concepto de funcion diferenciable para funciones de varias variables, el cual se
puede consultar en el texto de De Burgos [4], limitandonos tan sélo al estudio de
las derivadas parciales para las funciones de varias variables.

Para finalizar el tema aplicaremos los resultados obtenidos a problemas de ex-
tremos libres y de extremos condicionados, utilizando también algunos resultados
sobre matrices considerados en la primera parte de este material.

7.2. Definicion

Una funcion real de n variables reales es una aplicacion f : D — R, con
D C R”, siendon € N, n > 1; es decir, a cada punto (x1,zs,...,z,) € D le
corresponde un Gnico numero real f(z1,za, ..., Z,).

Ejemplo 7.2.1
La funcion f : R* — R que acada (7, y) € R? le hace corresponde f(z,y) = 22y,
es una funcion real de dos variables reales. Por ejemplo

£(2,3) =12
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Cuando no haya confusion, la funcion real de n variables reales anterior la de-
notaremos por f(z1,xs,...,T,), indicando cuéles son sus variables, en este caso
L1y L2y ovvy Ty

Se llama dominio de una funcidén real de varias variables f, al conjunto mas
grande en donde se pueda definir f. El dominio de f lo denotamos por Dom( f).

Ejemplo 7.2.2
El dominio de la funcion f(z,y) = 2%y, es

Dom(f) = R?
El dominio de la funcion f(x,y) = z/y, es
Dom(f) = {(z,y) € R* : y # 0}

Ejercicio 7.2.1
Calcula el dominio de las siguientes funciones:
% — g x
= — b = —
(@) f(z,y) e (b) f(z,y) e

© [e0.) = VETFTE (@ flry.s) = o)

x?_y2_22

Se llama grafica de una funcién f : D — R, siendo D C R", al conjunto
{(%, f(¥)) : ¥ € D} Cc R™!

donde 7 = (z1,xa,...,T,).

Asi como una funcion real de variable real se representa en el plano y su gréafica
es una curva, una funcion real de dos variables se representa, si es posible, en el
espacio y su grafica es una superficie.

La grafica de la funcion f(z,y) = 2 + 2y* — 62 — 4y + 3, cuando se considera
en el rectangulo R = [0, 7] x [0, 7], es la superficie dibujada en color verde

Z
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Evidentemente, en esta representacion grafica se ha aplicado un factor de escala en
el eje Z, ya que, por ejemplo, f(7,7) = 80.
La esfera de centro (1, —1, 3) y radio 2

(z—1°+@y+1)°+(z—3)7=4

Z

es la union de las representaciones graficas de las funciones

flzy) =3+ /A—(z—1)2— (y+1)?
gz, y) =3 — /4 —(x —1)2 — (y+ 1)?

enel circulo D = {(z,y) € R*: (z — 1)* + (y + 1)? < 4}.

La gréfica de una funcion de tres o mas variables es lo que se denomina una
hipersuperficie; en el caso de una funcidn de tres variables, su gréfica se representa
en R%.

Las funciones de dos variables se pueden representar graficamente a partir de las
llamadas curvas de nivel, aunque este aspecto no lo abordaremos en este material.

Una funcion vectorial de una variable real es una aplicacion f : D — R™,
con D C R, para cierto m € N, con m > 1. A partir de la funciéon f podemos
considerar las funciones reales de variable real

fi:D—R, fo:D—R,..., fru:D—R

definidas por

—

f(@) = (fi(@), fo(), -, fn())

con z € D, que se llaman funciones componentes de f.
Los conceptos introducidos en el Tema 5 se pueden definir también para funcio-
nes vectoriales de variable real, simplemente a partir de sus funciones componentes.
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Ejemplo 7.2.3
La funcién

flz)=(nz,2* +1)

es una funcion vectorial de variable real. La imagen del niimero € es el vector

—

(e) = (1,2 +1). El dominio de la funcion f es
Dom(f) =]0, +o0]

Las funciones componentes de la funcion vectorial f son

filz)=lnz, folz)=2"+1

Ejercicio 7.2.2
Dada la funcion vectorial de variable real

flz) = (senz,2” — 3z + 5,In(z + 3))

calcula su dominio, sus funciones componentes y la imagen del numero 0.

Entre los conceptos estudiados en el Tema 5 tenemos el de funcidon derivable;
asi, una funcién vectorial de variable real f : D — R es derivable si lo son sus
funciones componentes. Se llama matriz derivada de f enelpuntoc € D, ala
matriz columna:

e
Pro= |
e

Ejemplo 7.2.4 .
La matriz derivada de la funcién vectorial f de variable real del Ejemplo 7.2.3 es

1
fllay=1|=
2x

para todo = €]0, oco].

Ejercicio 7.2.3 =
Calcula la matriz derivada de la funcion vectorial f de variable real del Ejerci-
cio 7.2.2.
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En Fisica la derivada de una funcion vectorial se suele expresar como un vector
en vez de como una matriz columna. Asi, si 7(t) = (z(t), y(t), z(t)) es el vector de
posicion de una particula en el espacio, entonces

u(t) = 7'(t) = ('(8), y' (1), (1))

es el vector velocidad de la particula, y

d(t) = o'(t) = (1) = (" (2),y"(1), 2" (1))
es el vector aceleracion de la particula.

Dados n,m € N, con n,m > 1, decimos que una aplicacion f : D — R™,
con D € R"”, es una funcion vectorial de n variables reales. Las funciones reales

fi:D—R, fo.D—R,...; fn:D—R

dadas por

con T € D, se llaman funciones componentes de f
Las funciones reales también se llaman funciones escalares.

Ejemplo 7.2.5
La funcién

—

f(z,y) = (vy, 2 +y,arctg(x — y))

es una funcion vectorial de dos variables reales. Las funciones escalares

file,y) =2y, folz,y) =24y, fi(r,y)=arctg(z —y)

son sus funciones componentes.

Algunos de los conceptos que iremos introduciendo en este tema para las fun-
ciones escalares, también se pueden generalizar para las funciones vectoriales.

A partir de aqui, salvo que se indique lo contrario, s6lo consideraremos funcio-
nes escalares de varias variables.

7.3. Limites y continuidad

Al igual que hicimos en el caso de las funciones reales de variable real, aqui tam-
bién vamos a introducir el concepto de limite para funciones escalares de varias
variables sin entrar en detalles técnicos. Para una definicion formal del concepto
de limite de una funcién de varias variables se puede consultar el libro de De Bur-
gos [4]. La nocion de limite de una funcion escalar de varias variables también
dara lugar al concepto de continuidad.
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7.3.1. Limites

La definicion de limite para una funcion escalar de varias variables es similar
a la de una funcién de una variable: consiste en estudiar el comportamiento de la
funcidn en las proximidades de un punto. En el caso de una funcion de una variable,
podemos aproximarnos al punto por la derecha y por la izquierda; en el caso de una
funcion de mas de una variable, hay muchas mas maneras de aproximarnos a un
punto.

Supongamos que queremos conocer el comportamiento de una funcion f de dos
variables en un punto (a, b). Es evidente que podemos aproximarnos al punto (a, b)
a lo largo de la curva dibujada en color rojo y también a lo largo de la curva dibujada
en color verde, ademas de infinitas formas mas:

Y

a X

Intuitivamente podemos decir que el limite de f(Z) es el nimero real [ cuando
# tiende a ¢ € R™, si el numero f(Z) se acerca a [ tanto como queramos tomando &
suficientemente cerca de ¢. En tal caso escribimos:
lim f () =1
r—cC
Se puede demostrar que el limite /, si existe, es unico.
Al igual que vimos en el Teorema 5.3.3, si f(#) = K, con K € R, entonces
lim f(Z) = K

I—C

Ejemplo 7.3.1
El limite

lim 4=4
(z,y)—(2,—3)
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El resultado del Teorema 5.3.1 también se puede generalizar en R?:

lim x=a

(z,y)—(a,b)

lim y=25b

(z,y)—(a,b)

Igualmente se puede hacer en R? y, en general, en R”™.

Ejercicio 7.3.1

Enuncia la generalizacion del resultado anterior para R? y, en general, para R™.

Ejemplo 7.3.2
Los siguientes limites son:

Ilm x=1

(z,y)—(1,2)

lim =2

(z,y)—(1,2)

Ejercicio 7.3.2
Calcula los siguientes limites:

(a)

lim T
(z,y,2)—(1,2,3)

()  lim

(z,y,2)—(1,2,3)

c lim z
( ) (z,y,2)—(1,2,3)

Teorema 7.3.1 (Algebra de limites)

Sean [, m € R y supongamos que
I f(Z)
r—cC

lim g(Z)

T—C

l

y sea o € R. Entonces:

L L/ + g)(7) =1+ m

3. lm(f - g)(@) =1 m

4. Sig(Z) # 0y m # 0, entonces lim(f/g)(Z) = 1/m

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3

m

139

Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Ejemplo 7.3.3

El limite
L 204207 4wy’ 4 29 (@) (e +2)
lim 5 > = lim 5 5
(z,)—(0,0) ety (z,y)—(0,0) ety
= lim (z+2)=2
(2,y)—(0,0)

como consecuencia del Teorema 7.3.1, de las generalizaciones vistas anteriormente
de los Teoremas 5.3.1 y 5.3.3, y de la generalizacion del Teorema 5.3.2, el cual no
hemos enunciado aqui.

A continuacion vamos a enunciar algunas propiedades de los limites de funcio-
nes de dos variables (limites dobles).

El teorema anterior no permite calcular el limite
22—y
im ———
(2.9)—(0,0) 2% + y?
ya que el limite del denominador es igual a cero y la funcion no se puede simplificar

como en el ejemplo anterior. Ademas, el limite del numerador también es igual a
cero; en este caso estariamos ante un caso indeterminado.

Teorema 7.3.2 (Limites iterados)
Supongamos que
lim x,y) =1
(z,y)—(a,b) f@.y)

y que existen los limites
lm f(z,y), lm f(z,y)
T—a y—b

Entonces

lfm (h'm f(z, y)) — = lim <h’m f(z, y)>

y—b \z—a r—a \ y—b

Estos ultimos limites se llaman limites iterados.

Ejemplo 7.3.4
Vamos a comprobar que el limite doble

, 5(72 o y2
lim —~—
(x,9)—(0,0) 2 + y?
no existe.

Es facil comprobar que

,ow? =P —1 siy#0
lim = )
ac—>0{,(,’2—|—y2 1 sly:O
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it 2?2 — g2 1 siz#0
fm =
y—0 12 + 12 —1 siz=0

Por tanto

2 .2 2 .2
m (im 2 ) = 1 #1 = lfm ( lfm =Y
y—0 \ z—0 ;L'2—|—y2 z—0 \ y—0 x2—|—y2

Entonces, aplicando el Teorema 7.3.2, el limite doble no existe.

Ejercicio 7.3.3
Demuestra que los siguientes limites dobles no existen:

(a) lim Ty
(z,y)—(0,00 T — Y

2 _
b) lm Y

(2,y)—(0,0) Yy? — @

© lfm Y
(zy)=(1,-1) T — 1y — 2

Teorema 7.3.3 (Limites direccionales)
Supongamos que

lim x,y) =1
(w,y)ﬁ(avb)ﬂ v)

Entonces
lim f(x,b+m(x —a)) =1

Tr—a

para todo m € R.

Ejemplo 7.3.5
Vamos a demostrar que el limite doble

. zy
lim ———
(z.9)=(0,0) T + y?
no existe.
En primer lugar calculamos los limites iterados

lim <h’m &) 1im 2 — 0 = i 2 — 1m <h’m

y—0 \ z—0 ,CCQ =+ y2 y—0 y2 x—0 :L‘Q z—0 \ y—0 :L‘Q

xry
+ 12

Aplicando el Teorema 7.3.2 se deduce que, caso de existir, el limite doble debe ser

igual a 0.
En segundo lugar calculamos los limites direccionales. Sea
_ Y
f(xay) - x2—|—y2
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Entonces
2

ltm £ )i Tme it max

im f(z,mz) =lim ———— = lim ———

70 ’ =0 22 + (mx)?2  @-0 22 + m2x?
ma? m

pum— 1/ pu—
20 (1+m2)z2 14+ m?

Como el limite depende del valor del pardmetro m, aplicando el Teorema 7.3.3,
obtenemos que el limite doble no existe.

Ejercicio 7.3.4
Demuestra que los siguientes limites dobles no existen:
2
Xz
a lim ——
@ o0 72+ y?

sen(zy)

(b) lim

(2,9)—(0,0) 22 + Y2

In(1
© lm 2U*)
(z,y)—(0,0) 2 + y?

El Teorema 7.3.3 afirma que si
lim x,y) =1
(z,y)—(a,b) f@.y)
entonces
lim f(z, pm(x)) =1

r—a

para todo m € R, siendo ¢,,(z) = b+ m(zx — a); es decir, que al aproximarnos al
punto (a, b) por larecta y = ¢,,,(x), la funcion f tiende al nimero /, independiente-
mente de la recta elegida. Este resultado se puede generalizar a cualquier otra curva
y = ¢(x) que pase por el punto (a, b).

Ejemplo 7.3.6
Vamos a demostrar que el limite doble

222y
11m Ee———
(z,y)—(0,0) 4 + 2
no existe.

Es facil comprobar que los limite iterados son los dos igual a cero. Ademas si
2%y

f(l',y):m

entonces también se puede comprobar que

lim f(z, mz) = 0
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para todo m € R.
Sea o, () = ma? la familia de pardbolas que pasan por el origen. Entonces

p . 22%p,(T) , 2ma?
lim £ (z, om()) = lim Tt om@)? lim Ry
2ma? 2m

z—=0 (1 + m?)x* 1 + m2

Como el limite anterior depende del valor de m, se tiene que el limite doble no
existe.

Ejercicio 7.3.5
Demuestra que los limites iterados de la funcién

222y

f(%y):m

son iguales a cero, y que los limites direccionales (Teorema 7.3.3) también son
iguales a cero independientemente del valor del parametro m.

El siguiente teorema permite calcular algunos limites dobles mediante coorde-
nadas polares. Las coordenadas polares las introduciremos en el apartado 8.2.4.

Teorema 7.3.4 (Limites en coordenadas polares)
Supongamos que
lim x,y) =1
(z,y)—(a,b) f@,9)
Entonces

lir%f(a+rcosu,b+rsenu) =1
r—

Ademas, si
fla+rcosu,b+rsenu) = g(r)h(r,u)+1

con
limg(r) =0, |h(r,u)] < M, ¥(r,u) € [0,79] x [0, 27]

r—0

para algun r > 0, entonces

lim  f(x,y) =1

(z,y)—(a,b)

Ejemplo 7.3.7
Vamos a calcular el limite doble
2
lm Y
(z.9)—(0,0) 2 + y?
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Sea la funcién

2

-y
f(z,y) = 25 g2
Entonces
£ ) r2 cos® u rsenu
rCcosu, rsenu) =
’ r2cos?u + r2sen?u
~ rPcos’usenu
~ r2(cos?u + sen2 u)
= rcos®usenu
= g(r)h(u)
donde
g(ry=7r, h(u)=cos*usenu
Pero
lim g(r) = limr =0
x—0 r—0
y

|h(u)| = | cos® u senu| < 1, Vu € R

Por lo tanto, aplicando el Teorema 7.3.4, se tiene que

IL‘2y

lim —2 =
(z,y)—(0,0) 2 + 32

Ejercicio 7.3.6

Demuestra que los limites iterados de la funcién

2

flz,y) = ———

:E2+y2

son iguales a cero, y que los limites direccionales (Teorema 7.3.3) también son
iguales a cero independientemente del valor del pardmetro m.

Ejercicio 7.3.7

Calcula los siguientes limites dobles:

3, .3
@ lin
(z,y)—(0,0) T* + Y
2112
11m —_—
(z,9)—(0,0) 22 + 2
xy
ZEQ + y2

(b)

c lim
© (z,y)—(0,0)
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7.3.2. Continuidad

La nocién de continuidad para funciones de varias variables no se puede intro-
ducir intuitivamente de la misma forma que lo hicimos para las funciones reales de
variable real, al menos cuando la funcién tiene tres o mas variables, ya que en este
caso la representacion grafica no se puede realizar. Aun asi, podemos establecer la
misma definicion.

Definicion 7.3.1 (Continuidad)
Sea f: D — R,con D C R", yseac e D. Decimos que f es continua en ¢ si

lim f(%) = /(@

T—C

Si f es continua en cada punto de D, decimos que f es continua en D.

Una funcion vectorial es continua si son continuas sus funciones componentes.

Resulta evidente, a partir del resultado posterior al Ejemplo 7.3.1, que las fun-
ciones

p1<l',y) =7, pg(l‘,y) =Y
son continuas en R,
Un resultado similar se tiene para R? y, en general, para R".

Ejemplo 7.3.8
Vamos a estudiar la continuidad de la funcion

2xy

—— i (x, 0,0
oy A Tap @000
0 si (z,y) = (0,0)
en el punto (0,0).
Calculamos los limites direccionales
, ) 2ma?
oy S ma) = i e e
_ | 2ma?
= T
B 2m
 14m?

De aqui, aplicando el Teorema 7.3.3, se tiene que el limite doble no existe y, por
tanto, en virtud de la Definicion 7.3.1, la funcién f no es continua en el punto (0, 0).

Ejercicio 7.3.8
Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el punto (0, 0):

(@) f(z,y) = {lnm si (¢, y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
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Yy’ .
() f(z,y) = { 22y% + (v — y)? si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Teorema 7.3.5 (Algebra de funciones continuas)
Sean f,g: D — R, con D C R", dos funciones continuasen ¢ € D y sea o € R.
Entonces:

1. f+ gescontinuaen .
2. a - f es continua en C.
3. f - gescontinua en C.

4. Sig(¢) # 0, entonces f/g es continua en ¢.

Ejemplo 7.3.9
Vamos a estudiar la continuidad de la funcién f del Ejemplo 7.3.8 en el conjunto
R? —{(0,0)}.

Utilizando las funciones p; y ps definidas después de la Definicion 7.3.1, se tiene
que
Fany) = 2pi (2, y)pa(2, y)
i@ y)? + pe(z,y)?

para todo (x,y) # (0,0). Pero las funciones p; y p, son continuas en R? y, por
tanto, también son continuas en R? — {(0,0)}. Como, ademas, x? + y*> # 0 para
todo (z,y) € R? — {(0,0)}, aplicando el Teorema 7.3.5, se tiene que la funcion f
es continua en R? — {(0,0)}.

El ejemplo anterior puede resultar un poco engainoso, ya que hemos afirmado
que la funcion f es continua en el conjunto R? — {(0,0)} porque coincide con una
funcion continua en ese conjunto. Hay que sefalar aqui que esta propiedad es cierto
si el conjunto en cuestion es un conjunto abierto. La nocidén de conjunto abierto
o cualquier otra relativa a la fopologia de R™ se puede consultar en el texto de
De Burgos [4]. Por ejemplo, el conjunto R? — {(0, 0)} es un conjunto abierto en R?.

Ejercicio 7.3.9
Estudia la continuidad de la funcién f del apartado (b) del Ejercicio 7.3.8 en el
conjunto R? — {(0,0)}.

Al igual que sucedia con las funciones reales de variable real, hay muchas fun-
ciones de varias variables, como por ejemplo

h(z,y) = Va2 +y?

en las que la aplicacion del Teorema 7.3.5 no permite estudiar su continuidad. Esto
se resuelve con el siguiente
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Teorema 7.3.6 (Continuidad de la composicion de funciones)
Sea f : A — R™, con A C R”, una funcion continua en el punto ¢ € A,y

—

seag: B — RP, con f(A) C By B C R™, una funcion continua en el punto

—

f(¢é) € B. Entonces

R?
(§o F)(@) = g(f(2))

gof:

%31:5

—_
—
es continuaen ¢ € A.

Ejemplo 7.3.10
Vamos a estudiar la continuidad de la funcion h(x,y) = /x2 + y2.

En primer lugar, el dominio de la funcién f es R?, ya que 22 + y? > 0 para todo
(z,y) € R%

En segundo lugar, considerando la funcion f(z,y) = 2 + y?, la cual esta definida
en R?, y la funcién g(t) = v/%, que esta definida en el intervalo [0, +oo], se tiene
que f(R?) C [0, +o0[ y

(g0 f)(x,y) =g(f(z,y)) = g(z® + y°) = Va? + y*> = h(z,y)

para todo (z,y) € R%

Por 1ltimo, la funcién f es continua en R?, como consecuencia del Teorema 7.3.5
aplicado a las funciones p; y ps, y la funcién g es continua en el intervalo [0, +00]
(véase el Teorema 5.3.17). Entonces, aplicando ahora el Teorema 7.3.6 se obtiene
el resultado.

Ejercicio 7.3.10
Estudia la continuidad de la funcion f del apartado (a) del Ejercicio 7.3.8 en el
conjunto R? — {(0,0)}.

7.4. Derivadas parciales

Tal y como hemos indicado en la introduccion de este tema, no vamos a consi-
derar aqui el concepto de funcion diferenciable para funciones de varias variables,
el cual generaliza la nocion de funcion derivable para funciones de variable real.
Nos limitaremos a considerar las derivadas parciales, sin entrar tampoco en la inter-
pretacion geométrica de las derivadas parciales para funciones de dos variables que
definen el plano tangente en un punto.

7.4.1. Derivadas parciales primeras

Por simplicidad vamos a introducir el concepto de derivada parcial para funcio-
nes de dos variables, generalizdndolo después para funciones de tres o mas varia-
bles.
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Sea f: A — R, con A C R?, una funcion de dos variables reales, = € y, y sea
(%o, Yo) € A. Se dice que la funcion f tiene derivada parcial respecto de la variable
x en el punto (z,, y,) si existe el limite

lim f(xo + h, yo) - f(xoa yo)
h—0 h

El valor de este limite se llama derivada parcial de f respecto de la variable x
en el punto (x,, y,) y se representa por

of
6m (%0,Y0)
es decir
af — f(xo + h, yo) B f(xoa yo)
—_— = 11m
ax (%7%) h=0 h

Se puede demostrar que la existencia de este limite equivale a que la funcion

fyo i Ly, — R
v — fy, () = f(z,0)

siendo [, un intervalo abierto tal que /,, C {z € R : (z,y,) € A}, sea derivable
en el punto z, € I, , y ademas

/ _of
fyo<x0) ~ or (

Zo,Yo)

Igualmente, se dice que la funcion f tiene derivada parcial respecto de la varia-
ble y en el punto (z,, y,) si existe el limite

h'm f(xoa Yo + h) - f(xoa yo)
h—0 h

El valor de este limite se llama derivada parcial de f respecto de la variable y
en el punto (x,, y,) y se representa por

of
ay (T0,Y0)
es decir
g — lim f(xoa Yo + h) - f(xoa yo)
ay (€o,yo) h—0 h

También se puede demostrar que la existencia de este limite equivale a que la
funcion
foo i I, —— R
y — fu () = [ (20, 9)
siendo /., un intervalo abierto tal que I,, C {y € R : (z,,y) € A}, sea derivable
en el punto y, € I, , y ademds
of
fo,x (Yo) = =~
o ay (

T0,Yo)
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Recordemos que el concepto de funcion derivable, para una funcioén de variable
real, lo introdujimos en el Tema 5 para funciones definidas en un intervalo abierto
o en la unién de dos o mas intervalos abiertos. Aqui no vamos a entrar en detalles
sobre en qué tipo de conjuntos A C IR? tiene sentido la definicién anterior, ya que
no hemos visto nociones sobre topologia en R", aspecto que queda fuera del alcance
de este curso. Tales conjuntos son los conjuntos abiertos de R?, los cuales ya hemos
mencionado con anterioridad.

Si la funcion f : A — R tiene derivada parcial con respecto de la variable
x en el punto (z,,y,) € A,y tiene derivada parcial con respecto de la variable y
en el mismo punto, se dice que la funcion f tiene derivadas parciales en el punto
(%o,Yo) € A. Sila funcién f tiene derivadas parciales en todo punto de A, se dice
que f admite derivadas parciales en el conjunto A.

Ejemplo 7.4.1
Veamos que la funcion f(z,y) = z?y admite derivadas parciales en R

Sea (z,,y,) un punto cualquiera de R?. Entonces, la funcion real de variable real

fro:R——R

T ——_>fyo<x) = f(xayo) = yox2

es derivable en R, y
() = 2yow
para todo x € R, y asi
fg/;o (xo) = 22,Y,
Por tanto, la funcion f tiene derivada parcial con respecto de la variable = en el
punto (z,, Ys), ¥

Igualmente, la funcion real de variable real

fo,  R—— R
Yy —>fmo(y) = f(:co,y) = mzy

es derivable en R, y

para todoy € R, y asi
J :J/co (yO) = l’g
Por tanto, la funcion f tiene derivada parcial con respecto de la variable y en el

punto (z,, Y,), ¥
of 9

o

ay (%0,Y0)

Como este razonamiento es valido para todo (z,,y,) € R? se tiene que la funcion
f admite derivadas parciales en R
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Ejercicio 7.4.1
Demuestra que la funcion f(z,y) = 2® + y? — 3xy admite derivadas parciales en
R2.

Sila funcién f : A — R admite derivadas parciales en el conjunto A, entonces
las funciones

A —R
0
(0.9)— o
()
y
A —R
0
(.9) — o
Yy

se llaman derivada parcial de f respecto de x y derivada parcial de f respecto
de y, respectivamente, y se representan, respectivamente, por

of of
or ' Oy
es decir 5
—f: A —R
ox o/ of
(z,y) —— %(:v,y) = 9 .
g 0
—f: A —R
y of
of
r,y) —— —(x,y) = =
w) =G = 5|

Para abreviarlo en un sélo término, estas funciones se llaman derivadas par-
ciales de f.

Ejemplo 7.4.2
Vamos a calcular las derivadas parciales de la funcion f del Ejemplo 7.4.1.

Es evidente, de acuerdo con el Ejemplo 7.4.1, que

%@ y) = 2xy
para todo (x,y) € R?,y

O (2y) = a*

oy’

para todo (z,y) € R2
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En ocasiones se suele prescindir de especificar en qué punto calculamos las de-
rivadas parciales de una funcion f cuando se hace en un punto arbitrario (z,y) € A.
Por ejemplo, para la funcion f(z,y) = 2%y del Ejemplo 7.4.1, valga la redundancia,
escribiremos

of
79
ox vy
y of
oF _ 2
dy v

entendiendo que estamos calculando estas derivadas parciales en un punto arbitrario
2
(x,y) € R*.

Ejercicio 7.4.2
Calcula las derivadas parciales de la funcion f del Ejercicio 7.4.1.

Si se observa el procedimiento empleado para calcular las derivadas parciales
de una funcion f de dos variables, nos damos cuenta que para calcular la derivada
parcial de f respecto de la variable x, tomamos la variable ¥ como constante y
derivamos respecto de z; igualmente, para calcular la derivada parcial de f respecto
de la variable y, tomamos la variable x como constante y derivamos respecto de y.

Ejemplo 7.4.3
Vamos a calcular las derivadas parciales de la funcion

3

f(xay): E

en el punto (—1,2).

Tomando la variable y como constante y derivando respecto de x, obtenemos:

g_?)ﬁ

or  y?

para todo (z,y) € R?, cony # 0.

Igualmente, tomando la variable  como constante y derivando respecto de y, obte-
nemos:

of = 2a°
dy Y
para todo (z,y) € R?, cony # 0.
Entonces
of _3
ox (—12) 4
y
off - _1
dy (—1,2) 4
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Ejercicio 7.4.3
Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

_at =y , o, )
(a) f(%y)—xg_'_yQ (b) f(z,y) = cos®x + cos’y
(©) f(z,y) =1In(z* + y?) d) fla,y) = e*nw/)

En general, dada una funcion f : A — R, con A C R", de n variables reales,
X1, To, ..., Ty, y dado un punto ¥, € A, se dice que la funcion f tiene derivada
parcial respecto de la variable x;, i = 1,2,...,n, en el punto Z,, si existe el limite

HHI f(ffo + he’b) - f(f[fo)
h—0 h

donde {€}, é,,...,€,} es la base candnica de R". El valor de este limite se llama
derivada parcial de f respecto de la variable x; en el punto &, y se representa
por

of
8m,~ Z
o dect o1 /@0t h&) — 1 (@)
. To + N€;) — Lo

Si la funcion f : A — R tiene derivada parcial con respecto de las variables x4,
T, ..., Ty en el punto ¥, € A, se dice que la funcion f tiene derivadas parciales
en el punto ¥, € A. Si la funcion f tiene derivadas parciales en todo punto de
A, se dice que f admite derivadas parciales en el conjunto A. En tal caso, dado
i€{1,2,...,n},lafuncién

A——R

se llama derivada parcial de f respecto de x;, y se representa por

af
3@»
es decir 5
/ cA—R
- of . of
Estas n funciones
of  of of
Ox;’ Oxy ' Oxy

se llaman derivadas parciales de f.
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Ejemplo 7.4.4
Vamos a calcular las derivadas parciales de la funcion

z

f(z,y,2) = PO

en el punto (3,4, 5).

Es evidente que la funcién f admite derivadas parciales en el conjunto
A={(x,y,2) eR’: 2 # 0,y # 0}

Considerando las variables y y z como constantes y derivando respecto de x, obte-
nemos

of 2, . 2\—2 —2x2

A o) = 77

=) =
para todo (z,y, z) € A. Entonces

of 6

Ox (3.4,5) 125

Considerando las variables x y z constantes y derivando con respecto de y, obtene-
mos

af 9 9\ 9 —2yz

—_— = —2 =

o z(z® +y7) % (—2x) TR
para todo (z,y, z) € A. Entonces

of 8

Jy (3.4,5) 125

Considerando ahora las variables = e y como constantes y derivando respecto de z,

se tiene
of 1
Or a2+ 2
para todo (z,y, z) € A. Entonces
af 1
0z @345 20

Ejercicio 7.4.4
Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(@) f(r,y,2) = a2 +y* + 22 (b) f(x,y,2) = 2yz
() f(z,y,2) = (zy)* d) f(z,y,2) = 2°y*2+20-3y+2+5

 2x+3y+=z

(6) f(x7y72)_$2+3y—2 (f)f(CC,y,Z):Zmy
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7.4.2. Derivadas parciales sucesivas

Tal y como hemos visto anteriormente, si una funcion f : A — R, siendo
A C R?, admite derivadas parciales en el conjunto A, entonces las funciones

g: A —R
ox o7 of
(m,y)—>%($,y) = s (
z,y)
g 0
—f: A —R
oy of
r,y) — —(r,y) = =—
(z,9) 8y( Y) %l

se llaman derivadas parciales de f. Si estas dos funciones admiten derivadas parcia-
les en el conjunto A, entonces sus derivadas parciales

*f _ 03 P _ 05
0x? ox Oyox dy
*f _ %, & _ 03,
Oxdy  Ox Oy? dy

se llaman derivadas parciales segundas de f. Se dice entonces que la funcion f
admite derivadas parciales segundas en el conjunto A.
Por este motivo, las funciones

of of
or ay

se llaman derivadas parciales primeras de f.

Ejemplo 7.4.5
Vamos a calcular las derivadas parciales segundas de la funcion f del Ejemplo 7.4.1.

Tal y como hemos visto en el Ejemplo 7.4.1, la funcion f admite derivadas parciales
primeras en R?, y
of

ox

para todo (z,y) € R2. Pero estas funciones admiten derivadas parciales en R
entonces

_ of _
——(7,y) = 2y, ay(:w)—

0x? ox Oyox dy

2 aaf 2 a@f
o f _ oy 0 f
8x8y 8x 3y 8y

para todo (z,y) € R?. Por tanto, la funcién f admite derivadas parciales segundas
en R?.
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Ejercicio 7.4.5
Halla las derivadas parciales segundas de la funcion

f(@.y) = (2" +y)

En general, si una funcion f : A — R, con A C R"”, de n variables reales,

X1, T, . .., Ty, admite derivadas parciales primeras en el conjunto A:
of  of of
Ox;’ Oxy ' Oxy

y estas funciones admiten derivadas parciales en el conjunto A, entonces sus deri-
vadas parciales

’f ok oy ok *f 95k
Ox? - 0xy 0x501, - 0o 0,01, - ox,,
of 05k of 03k *f 955
aZL‘laZL‘Q - 85(71 a—l‘% - 6@ o 3xnax2 - 3xn
R L rr 05k
0x10x, B o0x, 0x90T, - 0T (9—557% B oy,

se llaman derivadas parciales segundas de f. Se dice entonces que la funcién f
admite derivadas parciales segundas en el conjunto A.

Ejemplo 7.4.6
Vamos a calcular las derivadas parciales segundas de la funcion

f(z,y,z) = senx cos(yz)

Las derivadas parciales primeras de la funcion f son:

of
5 — 5% cos(yz) , = —zsenxsen(yz) , = —ysenxsen(yz)
T

dy 0z

para todo (z, ¥, z) € R3. Por tanto, las derivadas parciales segundas de la funcion f
son:

Of sen x cos(yz) 1 z cosx sen(yz)
e : = n(yz) ,
0x? Jyox
0*f
Soon —  YcosT sen(yz)
*f Pf
ey zcosxsen(yz) , a7 z“sen z cos(yz) ,
0% f

9207 = —senxsen(yz) — yzsen x cos(yz)
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O°F __ cos x sen(yz) il
ozo- 7 9z Oy0z
O*f

022

= —senxsen(yz) — yzsenx cos(yz) ,
= — y?sen x cos(y2)

para todo (z,vy, z) € R,

Ejercicio 7.4.6
Calcula las derivadas parciales segundas de la funcion

f(x,y,2) =2y +yz+ 22

De la misma forma se pueden definir las derivadas parciales terceras y, en gene-
ral, las derivadas parciales de orden k, para cierto k € N, k£ > 3.

7.4.3. Funciones de clase C*

Una funcion f : A — R, con A C R", de n variables reales, se dice que es de
clase C! en el conjunto A, f € C'(A), si admite derivadas parciales primeras en el
conjunto A y éstas son continuas en A.

Ejemplo 7.4.7
La funcién f del Ejemplo 7.4.1 es de clase C* en R?, ya que como hemos visto en
el Ejemplo 7.4.2:

of

%—2@;
of 4
ay_x

para todo (z,y) € R?, y estas funciones son continuas en R? debido al Teore-
ma 7.3.5.

Ejercicio 7.4.7
Demuestra que la funcién f del Ejercicio 7.4.1 es de clase C* en R

Una funcién f : A — R, con A C R", de n variables reales, se dice que es
de clase C? en el conjunto A, f € C%(A), si admite derivadas parciales primeras y
derivadas parciales segundas en el conjunto A y éstas son continuas en A.

Ejemplo 7.4.8
Vamos a comprobar que la funcion f del Ejemplo 7.4.1 es de clase C? en R?,

Como hemos visto en el Ejemplo 7.4.7 la funcion f es de clase C! en R?. Ademas,
en el Ejemplo 7.4.5 hemos calculado sus derivadas parciales segundas:
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o*f 0% orf 0%

oz o Y A
f _ 9 _, L T
ordy  or o2 Oy

las cuales, por virtud del Teorema 7.3.5, son continuas en R?, Por tanto, f € C?(R?).

Ejercicio 7.4.8
Demuestra que la funcion f del Ejercicio 7.4.1 es de clase C? en R2.

Una funcion f : A — R, con A C R", de n variables reales, se dice que es de
clase C*, siendo k € N, en el conjunto A, f € C*¥(A), si admite derivadas parciales
hasta orden k en el conjunto A y éstas son continuas en A.

Una funcion f : A — R, con A C R", de n variables reales, se dice que
es de clase C* en el conjunto A, f € C*(A), si admite derivadas parciales hasta
cualquier orden en el conjunto A y éstas son continuas en A.

Ejemplo 7.4.9
Vamos a comprobar que la funcién f del Ejemplo 7.4.1 es de clase C* en R2.

Como hemos comprobado en el Ejemplo 7.4.8, la funcién f es de clase C? en R%.
Ademas, derivando parcialmente las derivadas parciales segundas de f, obtenemos
sus derivadas parciales terceras:

Pf Bf
Fra Gy 2
Iy it —
0x0yox Jy?0x
it U
0x20y Oyoxdy
ET ®
0x0y? oy3

Las derivadas parciales terceras de f calculadas aqui arriba corresponden, por filas,
a las derivadas parciales de:

*f  Pf o*f  f

ox?’  Oyoxr’ Oxdy  — Oy?

respectivamente.

Es evidente que estas derivadas parciales terceras son continuas en R? ya que son
constantes. Por tanto, las derivadas parciales cuartas y las de orden superior a cuatro
seran todas nulas y, por tanto, continuas en R2. Entonces, f € C*(R?).
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En el Ejemplo 7.4.5 hemos calculado las derivadas parciales segundas de la
funcion f(z,y) = 2%y en el conjunto R? y
0*f 0*f
= 2:E =
Oyox 0x0y

para todo (z,y) € R?. Este resultado no es casual, ni tampoco un caso particular de
este ejemplo, sino que es debido al siguiente teorema, debido a Schwarz, sobre la
igualdad de las derivadas parciales cruzadas.

Teorema 7.4.1 (de Schwarz)

Sea f : A — R, con A C R". Supongamos que existen las siguientes derivadas
parciales en A:

of of 0 f

E)xi 7 8xj ’ (‘)xj@x,

para algunos 1 < 4,5 < n, coni # j, de modo que esta ultima derivada parcial
segunda sea continua en A. Entonces existe la otra derivada parcial segunda en A, y

>f  OPf
6$,~8x]~ N (‘)xjf)xz

Si una funcién f es de clase C*, siendo k € N, con k& > 1, entonces da igual
el orden en el que se calculen las derivadas parciales hasta orden k, siempre que
se derive el mismo nimero de veces con respecto a cada variable. Por tanto, no es
casualidad el resultado del Ejemplo 7.4.9 al calcular las derivadas parciales terceras
de la funcion f(z,y) = z%y:

s A
oyox?  Oydxdx  0x20y

*fr P f  Pf 0
oy20x  Oydxdy  Oxdy?

ya que la funcion f es de clase C* en R?,

7.4.4. Regla de la cadena

En ocasiones es posible calcular las derivadas parciales de la composicion de
dos funciones a partir de las derivadas parciales de cada una de las funciones, sin
necesidad de realizar la composicidn de las dos funciones. Este resultado se conoce
como la regla de la cadena. El resultado que presentamos aqui requiere la definicion
de la matriz Jacobiana de una funcion de varias variables, la cual generaliza la ma-
triz derivada presentada en la seccion 7.2 y motiva su definicion como una matriz
columna.
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Sea f: A — R™ con A CR", yseac € A. Sellama matriz Jacobiana de f
en el punto ¢, a la matriz

8:1:'1 o 81'2 z amn c
) Of) Ok . Ok
TJf@ =1 01|, Ozl Oy, |-
Ofn|  On O
Ory |, Oxa | 0y, |4
donde fi, fo, ..., f,n son las funciones componentes de f

Ejemplo 7.4.10
Vamos a calcular la matriz Jacobiana de la funcién

—

f(z,y) = (2* + y* + 5,7z — 6y, 32° — Ty* + 10)

Las funciones componentes de f son:

filz,y)=2*+y*+5, folz,y) =To —6y, f3(x,y)=32"—Ty*+10

Por tanto
8f1 afl 2
29 ZJt
ox . dy 3
of of
or 7 oy 0
af3 2 af3
— = — =-14
ox o dy y
De aqui
B 2r  3y?
922 —14y

para todo (z,y) € R?.

La matriz Jacobiana obtenida en el ejemplo anterior

B 2r  3y?
jf(ill', y) = 7 —6
922 —14y

se puede considerar como una matriz que depende de dos parametros reales, z e y, y
ser susceptible de calcular, por ejemplo, su rango en funcion de dichos parametros.
Este aspecto se tratard mas adelante cuando veamos el método de los multiplicado-
res de Lagrange. Ademas, pone de manifiesto la importancia del estudio del rango
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de una matriz que depende de uno o varios parametros efectuado en la primera parte
de este material.

Evidentemente, la matriz Jacobiana generaliza la matriz derivada, ya que si f es
una funcidén de variable real, entonces

f(z) = I fla)
Teoregla 7.4.2 (Regla de la cadena) .
Sean f: A — R™, con A CR", yg: B— RPF,con f(A) C By BCR™, dos
funciones de clase C!, y sea ¢ € A. Entonces

gof:A — RP

— —

I —— (Fo N)(T) =g(f(2))

es una funcion de clase C', y ademas

— — —

J(Ge f)(e)=Tg(f(@)- T f(e)

Si en el teorema anterior alguna de las dos funciones es de variable real, entonces
la matriz Jacobiana se sustituye por la matriz derivada.

Ejemplo 7.4.11
Dadas la funciones
5 2
flay) = (22 + 12 2y, e | glu,v,w) = — v
w

vamos a calcular las derivadas parciales de la funcién g o f aplicando la regla de la
cadena.

Es evidente que la funcion f es de clase C! en R?, ya que sus funciones componentes
son funciones de clase C' en R2. Igualmente, la funcién g es de clase C* en el
conjunto

B = {(u,v,w) € R*: w # 0}

y f(R?) C B, ya que €% £ 0 para todo y € R.
La matriz Jacobiana de la funcion f en el punto (x,y) € R? es:

2z 2y
Jfxy)=1|vy T
0 3eSy+1

La matriz Jacobiana de la funcion g en el punto (u, v, w) € B es:

jg(u’y7w):(z, %7 _2U+U)

Por tanto

ry T $2 2
T9(fla,y) = Tgla + 92 2y,6") = (g, g, —2U20 )

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 160 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Entonces

2z 2y
= x 22 2
j(g © f)(xvy) = <e3§+1 ) eSiJrl y y+626y+—22y ) : Y z
0 3 e3y+1
_ <4x+y 73xy76x276y2+4y+x)
- eBy-H 9 eSy-H
De donde
(g o f) 4ty
oxr - e3y+1
d(go f) _ —3ay — 62— 6y +dy+
@y - e3y+1

para todo (z,y) € R

Ejercicio 7.4.9 .
Calcula las derivadas parciales de la funcion g o f del Ejemplo 7.4.11 sin necesidad
de aplicar la regla de la cadena.

Ejercicio 7.4.10 .
Calcula, aplicando la regla de la cadena, las derivadas parciales de la funcién g o f
en cada uno de los siguientes casos:

—

(@ f(t) = (e, Int), g(z,y) = %

®) f(t) = B2, VEFT), gla,y) = ﬁ

(o) f(t) = (* + L Int, tgt), g(z,y) = zyz
() flz,y,2) = (@Y + z,2y2) , g(u,v) =u* +v

(o) flz,y) = (2® —y,2%/y,y* + 1), g(u,v,w) = u? + v*w + w?

7.5. Extremos relativos

Dada una funcion f : D — R, con D C R", de n variables reales, resulta
sencillo generalizar la nocion de maximo (minimo) vista en la Definicion 5.5.1 para
la funcion f en el conjunto D. No obstante, la generalizacion del Teorema 5.5.1
para funciones de varias variables reales requiere conocimientos de topologia que
no se estudian en este curso, por lo que en esta seccion sélo nos centraremos en los
extremos relativos de funciones de varias variables reales.
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7.5.1. Extremos libres

El concepto de maximo (minimo) relativo de una funcion de varias variables
reales es una simple generalizacion del ya expuesto en el Tema 5 para funciones
de variable real. Para ello necesitamos generalizar la nocion de intervalo abierto
centrado en un punto.

Dados ¢ € R" y r > 0, llamamos bola abierta centrada en el punto ¢ de radio r
al conjunto:

B@r)={ZeR":d(Z,¢0) <r}={ZeR":||[T 2| <r}

donde, si ¥ = (x1,%2,...,2,) yC=(c1,Coy ..., Cp):

d(Z,c) = ||Z = || = \/(xl —c)?+(ra— )+ + (2, — cy)?
La bola abierta anterior es, evidentemente, un conjunto abierto de R”.

Definicion 7.5.1 (Extremos relativos)

Sean f : A — R, con A C R",y ¢ € A. Decimos que ¢ es un maximo relativo
de f siexiste un r > 0 tal que f(¢) > f(Z) paratodo & € B(¢,r) N A.

Decimos que ¢ es un minimo relativo de f si existe un r > 0 tal que f(¢) < f(%)
para todo 7 € B(c,r) N A.

Decimos que ¢ es un extremo relativo de f si es un maximo o un minimo relativo
de f.

Si en la definicion anterior las desigualdades son estrictas, decimos que ¢ es un
extremo relativo estricto de f. Al igual que hicimos en el Tema 5, en la resolu-
cion de los ejemplos no haremos distincidon entre ambos conceptos y simplemente
llamaremos extremos relativos (maximos o minimos).

Tal y como hemos visto anteriormente, la matriz Jacobiana de una funcion de
varias variables generaliza la derivada de una funcion de variable real; del mismo
modo, la derivada segunda de una funcion de variable real también se generaliza,
para funciones de varias variables reales, a partir de una matriz: la matriz Hessiana.

Sea f: A — R, con A C R", una funcién de clase C? y sea ¢ € A. Se llama
matriz Hessiana de f en el punto ¢, a la matriz simétrica:

o0 f 0 f o0 f
87:10% 2 0r1012 |, 0107y, |,
0 f 0 f 0 f
Hf(@E) = | 0x10z2|, 023, 0x20, |,
0 f 0 f 0 f
01101y, |; 01207, | (‘Tc% e

Ejemplo 7.5.1
La matriz Hessiana de la funcion

f(z,y) = 2* — 2% + T2% — 6y* + 222 — y + 21
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€S

1222 — 2y + 14 —6ay?
para todo (x,y) € R?, ya que
0 0
9f = 42° — 2wy + 142 + 22, 9f _ —32%y® — 12y — 1
ox oy
y asi
02 f 02 f 0?f
—= =120 -2 + 14, —— = —62y®, — = —6ay’
Ox? v yir s Oxdy e 02 v

Ejercicio 7.5.1
Halla la matriz Hessiana de las siguientes funciones:

@ flz,y,2) =2+ (y—3)°+ (2 + 1)

(h) f(z,y,2) = 2>+ 29> + 322 — 2y + 10

@ f(z,y) = (x—1)* +29°

) f(r,y) = —23 + 4oy — 22 + 1

(©) fla,y) =2 +y>+ 227 + 4> + 6

) f(z,y)=2*+y>—9zy + 27

(e flz,y,2)=a?+y*+ 2> —azy+o — 22
flx,y,2) = =222 —y? — 322 + 20y + 2yz + 1
(
(

)
)=
)
)

En el siguiente teorema expresamos las condiciones necesarias de extremo re-
lativo. Observemos que la primera condicion no es mas que la generalizacion del
Teorema 5.5.2, mientras que la segunda condicion, la cual no hemos creido necesa-
ria su introduccidn para funciones de variable real, nos permitira, en algunos casos,
clasificar un punto critico como un punto de silla, como veremos mas adelante.

Teorema 7.5.1 (Condiciones necesarias de extremo relativo)

Sea f : A — R, con A C R", una funcién de clase C! en el conjunto A y sea

ce A

1. Sic € A esun extremo relativo de f, entonces

=0, i=12,...,
o . , 1 n

2. Supongamos que f sea de clase C? en el conjunto A y que ¢ € A sea un

extremo relativo de f.
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a) Si ¢ es un minimo relativo de f, entonces los menores principales de
H f(€) son mayores o iguales que cero.

b) Si ¢ es un minimo relativo de f, entonces los valores propios de H f(¢)
son mayores o iguales que cero.

¢) Si ¢ es un maximo relativo de f, entonces los menores principales de
orden impar de H f(¢) son menores o iguales que cero y los de orden
par mayores o iguales que cero.

d) Si ¢ es un maximo relativo de f, entonces los valores propios de H f(¢)
son menores o iguales que cero.

Noétese que las tesis de los apartados a) y b) del teorema anterior son equivalentes;
lo mismo sucede con los apartados ¢) y d). Ademas, como la matriz # f(¢) es una
matriz real y simétrica, entonces H f(¢) es diagonalizable (tal y como mostramos
en el Teorema 4.5.1 enunciado en la primera parte de este material) y, por tanto,
tiene exactamente n valores propios, no necesariamente todos distintos, ya que la
funcién f es una funcion de n variables reales.

Definicion 7.5.2 (Punto critico)
Sea f : A — R, con A C R", una funcién de clase C' en el conjunto A y sea
¢ € A. Se dice que ¢ es un punto critico de f si

of |
(9951- a—

C

0, i=12,....n

Por tanto, todo extremo relativo de f es un punto critico de f.

Ejemplo 7.5.2
Vamos a calcular los puntos criticos de la funcién

flz,y) =22 +y* — 4o + 2y — 14

Empezamos calculando las derivadas parciales primeras de la funcion f:

of of

para todo (x,y) € R?. Resolviendo el sistema
4r — 4
2y + 2 =0

obtenemos que (1, —1) es el Gnico punto critico de f.
Ademas, como

I
o

P f 0 f o0 f
0?2 " 0x0y 0,
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para todo (z,y) € R?, se tiene que

ui - =y )

Como los valores propios de la matriz H f (1, —1), 4 y 2, son positivos, obtenemos,
aplicando el Teorema 7.5.1, que el punto critico (1, —1) no puede ser un maximo
relativo de f, aunque podria ser un minimo relativo de f.

Ejercicio 7.5.2
Calcula los puntos criticos de las funciones del Ejercicio 7.5.1.

Definicion 7.5.3 (Punto de silla)

Sea f : A — R, con A C R", una funcién de clase C* en el conjunto A y
sea ¢ € A. Decimos que un punto critico ¢ de f es un punto de silla, si no es ni
maximo ni minimo.

Ejemplo 7.5.3
Veamos que el punto (0, 0) es un punto de silla de la funcion

|5,

2
flz,y) = yg

Las derivadas parciales primeras de f son:

of x of 2
or 2’ dr b
para todo (x,y) € R?. Por tanto, resolviendo el sistema

xz

Z =0
2
2y
__:0
5

obtenemos que (0, 0) es el Gnico punto critico de la funcién f.
Calculamos ahora las derivadas parciales segundas de f:

ol N ) N

02 27 &L‘E)y: » oy2 B

para todo (z,y) € R2
La matriz Hessiana de f en el punto (0, 0) es:

HF(0,0) = (é _2)

5

y asi, los valores propios de la matriz H f(0,0) tienen signo distinto; por tanto,
aplicando el Teorema 7.5.1, el punto (0, 0) es un punto de silla de f.
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La representacion grafica de la funcidon f del ejemplo anterior es la siguiente
superficie dibujada de color azul:

RIS
NRNRREE SN X
hRRes e

en la que se observa por qué el punto de silla, (0, 0), se denomina de esa forma.

Ejercicio 7.5.3
Determina qué puntos criticos de los obtenidos en el Ejercicio 7.5.2 de las funciones
consideradas en el Ejercicio 7.5.1 son puntos de silla de las citadas funciones.

El siguiente teorema nos muestra una condicion suficiente para que un punto
critico de una funcién de varias variables reales sea un maximo o un minimo relativo
de dicha funcion. Esta condicién no es mas que una generalizacion del criterio de
la derivada segunda para calcular los extremos relativos de una funcion de variable
real visto en el Teorema 5.5.4.

Teorema 7.5.2 (Condiciones suficientes de extremo relativo)
Sea f: A — R, con A C R", una funcién de clase C? y sea ¢ € A un punto critico
de la funcién f.

1. Si los menores principales conducentes de H f(¢) son mayores que cero, en-
tonces ¢ es un minimo relativo estricto de f.

2. Si los valores propios de # f(¢) son mayores que cero, entonces ¢ es un mini-
mo relativo estricto de f.

3. Silos menores principales conducentes de orden impar de  f (¢) son menores
que cero y los de orden par son mayores que cero, entonces ¢ €s un maximo
relativo estricto de f.

4. Si los valores propios de H f(¢) son menores que cero, entonces ¢ €s un maxi-
mo relativo estricto de f.

Notese que las tesis de los apartados 1 y 2 del teorema anterior son equivalentes; lo
mismo sucede con los apartados 3 y 4.
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Ejemplo 7.5.4

Como consecuencia del Teorema 7.5.2, el punto critico (1, —1) de la funcion f del
Ejemplo 7.5.2 es un minimo relativo de f, ya que los valores propios de H f(1, —1)
son los dos mayores que cero.

La siguiente figura

muestra la representacion gréafica de la funcion f del ejemplo anterior en el que se
ha especificado también el punto (1, —1, f(1,—-1)) = (1, -1, —17).

Ejercicio 7.5.4

Determina qué puntos criticos de los obtenidos en el Ejercicio 7.5.2 de las funciones
consideradas en el Ejercicio 7.5.1 son maximos o minimos relativos de las citadas
funciones.

7.5.2. Extremos condicionados. Método de los multiplicadores
de Lagrange

En el apartado anterior hemos visto como calcular el maximo (minimo) relativo
de una funcidn de varias variables reales. En ese caso, las variables son indepen-
dientes.

Este método no es suficiente para resolver algunos problemas de maximos y
minimos que se nos pueden presentar; por ejemplo, si calculamos el méximo (mini-
mo) de una funcién de dos variables sobre una curva, entonces las dos variables no
son independientes, ya que deben satisfacer la ecuacion de la curva. Este problema
no se puede resolver como hemos visto en el apartado anterior, aunque se puede
reducir a un problema de extremos relativos de una funcién de variable real, siem-
pre que se pueda despejar, en la ecuacion de la curva, una variable en funcion de
la otra. Una forma alternativa de abordar el problema es mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange.

Supongamos que queremos hallar el rectangulo de 4rea maxima inscrito en la
elipse , ,

z )
g T3~
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cuyos lados sean paralelos a los ejes coordenados segun muestra la siguiente figura

Y

T~ (@y)

Es evidente que cada punto de la elipse situado en el primer cuadrante determina un
unico rectangulo inscrito en la elipse cuyos lados son paralelos a los ejes coorde-
nados. Elijamos, pues, un punto (z,y) de la elipse situado en el primer cuadrante.
Tomando como unidades el metro, se tiene que el area del rectangulo inscrito en la
elipse es igual a 4ry m?, ya que los lados del rectingulo miden 2z m y 2y m.

El problema consiste en calcular el maximo de la funcion f(x,y) = 4zy en el
conjunto

M:{(x,y)eA:‘g—?—i-%:l}
donde
A={(r,y) eR*:2 >0, y>0}

Se puede demostrar que el conjunto A es un conjunto abierto de R%. Notese, ademas,
que mientras las componentes de un punto cualquiera del conjunto A son indepen-
dientes, no sucede lo mismo con las componentes de un punto del conjunto M asi,
si (x,y) € M se tiene que
2 2

z Y

— 4+ = 1

9 4

Entenderemos por maximo de f en el conjunto M a un punto (x,,y,) € M tal
que
f(xo,y0) = flz,y)

para todo punto (x,y) € M. En realidad calcularemos un maximo relativo de f en
el conjunto M, es decir, un punto (x,,y,) € M tal que

f(@o,y0) = [(2,y)

para todo punto (z,y) € M “proéximo” a (x,,y,). El maximo correspondera al
maximo relativo para el que la funcion tome el valor més grande. Para ello se debe
suponer que la funcion f tiene maximo en el conjunto M, lo cual queda garantizado
por la generalizacion del teorema de Weierstrass para funciones de varias variables,
el cual, como hemos indicado anteriormente, no consideramos en este texto.

El arco de elipse dibujado en color rojo

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 168 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



es la interseccion del conjunto M y una bola de centro el punto (x,,¥,) y de un
cierto radio r, es decir:
M N B((%0,Yo),7)

Diremos que un punto de este conjunto esta “proximo” al punto (z,, y,) si el radio
r es suficientemente pequeno.
Las observaciones anteriores permiten introducir la siguiente

Definicion 7.5.4 (Extremos condicionados)

Sean f: A — R,con A C R",yg: A — R™, con m < n. Consideramos el
conjunto M = {# € A : §(Z) = 0}, con §(Z) = (g1(Z), g2(T), . . ., gm(Z)), y sea
ce M.

Decimos que ¢ es un maximo relativo de f condicionado por (las ecuaciones)
§(%) = 0, si existe un r > 0 tal que

f(@) =z f(@)

paratodo ¥ € M N B(¢,r). Se dice también que ¢ es un maximo relativo de f en el
conjunto M.

Decimos que ¢ es un minimo relativo de f condicionado por (las ecuaciones)
§(&) = 0, si existe un r > 0 tal que

f(@) < /(@)

para todo Z € M N B(¢,r). Se dice también que ¢ es un minimo relativo de f en el
conjunto M.

Decimos que ¢ es un extremo relativo de f condicionado por (las ecuamones)
§(%) = 0, si es un maximo o un minimo relativo de f condicionado por §(Z) = 0.
Se dice también que ¢ es un extremo relativo de f en el conjunto M.

Si en la definicion anterior las desigualdades son estrictas, decimos que ¢ es un
extremo relativo estricto de f condicionado por (las ecuaciones) () = 0.
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El problema de calcular los extremos relativos de una funcion f condiciona-
dos por (las ecuaciones) §(7) = 0, en ocasiones, se enuncia diciendo: calcula los
extremos relativos de la funcion f sujeta a (las ecuaciones) §(7) = 0.

Notese que en la definicion anterior las componentes de los puntos del conjunto
M no son independientes, ya que si £ € M entonces §(Z) = 0. En el ejemplo
introductorio, y tal y como hemos sefialado anteriormente, si (x,y) € M entonces

.CC2 y2
42
9 + 4
y por tanto, este problema no se debe confundir con un problema de extremos libres

como los estudiados en el apartado anterior.

El siguiente teorema nos muestra una condicion necesaria de extremo relativo
condicionado.

Teorema 7.5.3 (Método de los multiplicadores de Lagrange)
Sean f, Gy M como en la Definicién 7.5.4, con f y § de clase C! en el conjunto A,
y supongamos que

rang(J§(Z)) =m
para todo ¥ € M.
Si ¢ € M es un extremo relativo de f condicionado por (las ecuaciones) () = 0,
entonces existen m Gnicos A%, A}, ..., A5, € R tales que (&, A*) € M x R™, con

-

A* = (A1, A5, ..., A%, es un punto critico de la funcion Lagrangiana:

L:AxR" ——» R
(@, ) —— L&A = f(Z) + M1 (D) + Xaga (D) + -+ - + Angim (T)

Ejemplo 7.5.5
Vamos a calcular los posibles extremos relativos de la funcion f(x,y) = 4xy sobre
el arco de elipse

2

M={(z,y) €A: L +L =1}
siendo
A={(r,y) eR*:2 >0, y>0}

La curva M se puede escribir como:

M = {(z,y) € A: g(z,y) =0}

donde ) )
x Yy

= — _ 1
9(x,y) ot

para todo (z,y) € A. Las funciones f y g son de clase C* en el conjunto A.

Ademas, como
(2 oy
Jg(z,y) = (3 5)
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se tiene que

rang(jg(x,y)) =1
para todo (z,y) € M, ya que el rango de esta matriz es cero solamente cuando
(z,y) = (0,0) ¢ M.
Por tanto, aplicando el Teorema 7.5.3, si (z,,¥y,) € M es un maximo relativo de f
condicionado por la ecuacion g(z,y) = 0, entonces existe un unico niimero real \*
tal que el punto (z,, ¥,, A*) es un punto critico de la funcién Lagrangiana:

5(72 2
Entonces, el problema consiste en calcular los puntos criticos de la funcion Lagran-
giana. Para calcularlos empezamos obteniendo sus derivadas parciales:
oL 2\ 0L Ny OL 2?
9

=4 -~ 4 A —
o7 Y+ X + ,

yQ
9% _ U
9 Iy 2 o T

Los puntos criticos de la funcion Lagrangiana verifican el sistema:

( 2\x
4 — =0
Yy + 9

Ay
4 — =0
xr + 7
72 y?
fll 7 1
~9+ 4

cuando x > 0 ey > 0. Despejando y en la primera ecuacion del sistema, obtenemos:

AT

=—— 7.1
y 13 (7.1)
y sustituyéndola en la segunda ecuacion del sistema, se tiene que:
A2z
dr — — =0
“T 36
es decir
z(144 — ) =0
De aqui, como = > 0, se tiene que A = £12.
Si A = 12, la ecuacioén (7.1) conduce a
2z
=—— 7.2
y 3 (7.2)

Sustituyendo ahora esta tltima ecuacion en la tercera ecuacion del sistema, obtene-
mos:
222
9
es decir, como x > 0, se tiene que = = 3/ V2, y asi, la ecuacion (7.2) conduce a una
contradiccion, ya que y > 0.

=1
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Si A = —12, la ecuacién (7.1) conduce a

2

. (7.3)

y —=
Sustituyendo ahora esta tltima ecuacion en la tercera ecuacion del sistema, obtene-

mos:

=
9

es decir, como = > 0, se tiene que 2 = 3/+/2, y asi, la ecuacion (7.3) conduce a
que y = /2. Por tanto, el unico punto critico de la funcion Lagrangiana es el punto
(3/v2,v2,—12).

Entonces, el punto (3/+/2, v/2) es un posible extremo relativo de la funcién f sobre
el arco de elipse M. El nuimero A = —12 es el multiplicador de Lagrange del
problema.

Ejercicio 7.5.5
Halla los posibles extremos relativos de las siguientes funciones condicionados por
las ecuaciones indicadas:

(@) f(x,y)=xy sujetaa xz+y=1

() f(z,y)=x+2y sujetaa z2*+y*=5

() f(z,y) =2 +y* sujetaa g+%:1

) flx,y)=9—2*>—y*> sujetaa z+y=3

(e) flz,y)=(x—2)+(y—2)* sujetaa z+y=06
flz,y,2) =2 —2y+2z sujetaa z>+y*+22=9

(2) f(x,y,z):x2+y2+z2 sujetaa 2z —2y—2=5

(h) f(r,y,2)=x+2y+2 suetaa 2%+y?+22=30

() flx,y,2) =2>+y*+ 2% sujetaa x+2y+3z=4
( )

0 flz,y,2) =2 +2y*> — 22 — 2y +2yz sujetaa x—2y—4z = 2.

Sean ngy M como en el Teorema 7.5.3, con [y ¢ de clase C? en el conjunto
A. Sea (¢, A*) un punto critico de la funcion Lagrangiana y sea la funcion:

F:A —— R
T —— LT X)) = f(Z) + MNg1(@) + A592(F) + - - 4+ A, 9m(T)
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Entonces, como la matriz # F'(¢) es simétrica y la matriz J §(¢) tiene rango maxi-
mo, se puede demostrar que la ecuacion

HE(@E) —al, Jg(e)
JG(©) O,

tiene exactamente n — m raices reales, donde /,, es matriz identidad de tamafio n y
O,,, es la matriz nula de tamafio m.

Ejemplo 7.5.6
En el Ejemplo 7.5.5 hemos obtenido que (3/v/2, v/2, —12) es un punto critico de la
funcion Lagrangiana

=0 (7.4)

CCQ y2

Si
2 2 A2
F(z,y) = L(z,y,—12) = 4y — 12 (%+yz—1> :4xy—%—3y2+12

vamos a comprobar que la ecuacion

HF(3/v2,v/2) —al; J9(3/\f Vv2)!
J9(3/V2,V2)

tiene exactamente una raiz real.

) (7.5)

Las derivadas parciales de la funciéon F' son:
oF 8r OF
) 4y -, J—
ox 3 dy

De aqui, las derivadas parciales segundas de £ son:

oF _ 8 OF _ OPF_ .
ox?2 37 0x0y  oyr

8 4
F(3/V2,V2) = (—g >
4 —6

Por otra parte, la matriz Jacobiana de la funcion g la hemos calculado en el Ejem-
plo 7.5.5 y particularizada en el punto (3/v/2, v/2) es:

T9(3/V2,V/2) = <g %)

=4x — 6y

de donde

de donde la ecuacion (7.5) se reduce a:

8 V2
- _a 4 XZ
3 3

4 6 : 0

—_ _a —_— =
V2
V2 1 0
3 V2
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Desarrollando este determinante, obtenemos:

4'%'?*‘1 % g—(g(—ﬁ—a)g+(—§—a)i2 %):0
%+§—<g(—6—a)+%<—§—a)>:0
§ 4 2 4 1

de donde la tinica raiz de la ecuacion (7.5) es:

96

Oé:—l—g

Ejercicio 7.5.6

Halla las raices de la ecuacion (7.4) para los distintos apartados del Ejercicio 7.5.5 y
para los distintos puntos criticos de la funcion Lagrangiana correspondiente alli ob-
tenidos.

En el siguiente teorema completamos la condicion necesaria de extremo condi-
cionado del Teorema 7.5.3.

Teorema 7.5.4 (Condiciones necesarias de extremo condicionado)
Sean f, Gy M como en el Teorema 7.5.3, con f y G de clase C? en el conjunto A.

1. Si ¢ € M es un minimo relativo de f condicionado por §(Z) = 0, entonces
las n — m raices de la ecuacion (7.4) son mayores o iguales que cero.

2. Si ¢ € M es un maximo relativo de f condicionado por g(z) = 0, entonces
las n — m raices de la ecuacion (7.4) son menores o iguales que cero.

Ejemplo 7.5.7
En el Ejemplo 7.5.5 hemos obtenido que el punto (3/4/2,v/2) es un posible extre-
mo relativo de la funcion f(x,y) = xy, para x > 0,y > 0, condicionado por la

ecuacion

$2 y2 _,

CR
Este punto no puede ser un méaximo relativo ya que, como hemos comprobado en
el Ejemplo 7.5.6 y teniendo en cuenta el Teorema 7.5.4, la tnica raiz de la ecua-

cion (7.4) es negativa.
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Teorema 7.5.5 (Condiciones suficientes de minimo condicionado)
Sean f, §y M como en el Teorema 7.5.3, con f y G de clase C? en el conjunto A.

Sea (¢, X*) un punto critico de la funcion Lagrangiana y sea la funcion:

F:A — R
T —— LT XN) = f(Z) + AN g1(T) + A592(T) + -+ + A}, 9m(T)

1. Si los menores principales conducentes de 7 F'(¢) son mayores que cero, en-
tonces ¢ es un minimo relativo estricto de f condicionado por g(z) = 0.

2. Si los valores propios de HF'(¢) son mayores que cero, entonces ¢ es un
minimo relativo estricto de f condicionado por g(Z) = 0.

3. Silas n — m raices de la ecuacion (7.4) son mayores que cero, entonces ¢ €s
un minimo relativo estricto de f condicionado por () = 0.

Noétese que los apartados 1 y 2 del teorema anterior son equivalentes.

Teorema 7.5.6 (Condiciones suficientes de maximo condicionado)
Sean f, gy M como en el Teorema 7.5.3, con f y G de clase C? en el conjunto A.

Sea (c, X*) un punto critico de la funcion Lagrangiana y sea la funcion:

F:A —— R
—— L(Z,X*) = f(Z) + M\g1(Z) + N502(Z) + - - + Xy gm (D)

ST

1. Si los menores principales conducentes de orden impar de HF'(¢) son me-
nores que cero y los de orden par son mayores que cero, entonces ¢ €s un
maximo relativo estricto de f condicionado por g(Z) = 0.

2. Si los valores propios de HF'(¢) son menores que cero, entonces ¢ es un
maximo relativo estricto de f condicionado por g(Z) = 0.

3. Silas n — m raices de la ecuacion (7.4) son menores que cero, entonces ¢ €s
un maximo relativo estricto de f condicionado por §(Z) = 0.

Noétese que los apartados 1 y 2 del teorema anterior son equivalentes.

Ejemplo 7.5.8
Como consecuencia del Teorema 7.5.6 el punto (3/+/2, v/2) es un méximo relativo
de la funcion f(x,y) = zy, paraxz > 0,y > 0, condicionado por la ecuacion

22 y2
T A
9+4

ya que la unica raiz de la ecuacion (7.4) es negativa.
Por lo tanto, el rectdngulo de drea maxima que se puede inscribir en la elipse

22 y2
I A
9+4
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cuyos lados sean paralelos a los ejes coordenados es aquél cuyos lados miden, apro-
ximadamente, 2.12m y 0.71 m.

Ejercicio 7.5.7
Halla los extremos relativos de las funciones consideradas en el Ejercicio 7.5.5 con-
dicionados por las ecuaciones alli indicadas.

A continuacién vamos a resolver un problema de extremos condicionados con
dos restricciones.

Ejemplo 7.5.9

En una empresa se fabrican recipientes en forma de prisma rectangular con las si-
guientes caracteristicas: la suma de todas sus aristas es de 30 metros y su superficie
es de 36 metros cuadrados. Vamos a determinar la capacidad maxima y minima de
estos recipientes en metros cubicos.

Los recipientes que se desean construir son de la forma

S e

z

T

Es evidente que el volumen de este solido es:
V =uaxyz
mientras que la suma de las areas de cada una de las caras es:
A=2xy+2xz+ 2yz

tal y como se muestra en la figura:
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La suma de las longitudes de todas las aristas es 4z + 4y + 4z.
Por lo tanto, el problema consiste en calcular los extremos de la funcién de tres
variables reales V' (z, y, z) = xyz condicionados por las ecuaciones

2y + 222 4 2yz = 36
dor + 4y + 4z = 30

o equivalentemente

Yy + 2 +yz =18
20 +2y+22=15

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones (no lineales) y tres incognitas, el pro-
blema se reduce a un problemas de extremos relativos de una funcién de variable
real. Una forma alternativa consiste en aplicar el método de los multiplicadores de
Lagrange.

El problema se reduce, entonces, a calcular los extremos relativos de la funcion
V(z,y,z) = zyz sobre la curva

M={(x,y,z) € A:xy+xz+yz=18, 2x + 2y + 2z = 15}
={(z,y,2) € A: g(z,y,z) = (0,0)}

con A= {(r,y,2) eR?®:2 >0,y >0,z >0} ydonde
g(zr,y,z) = (xy + xz + yz — 18, 20 + 2y + 2z — 15)
para todo (x,y, z) € A.
Es evidente que las funciones V' y ¢ son de clase C* en el conjunto A. Ademas

Yy+z x+=z x—f—y) (7.6)

El rango de esta matriz es igual a uno si, y so6lo si

y+z T4y

2 2

y+z x+z2
2 2

~0. | 0

De donde
rang(ﬁ(m,y,z)) =l<=y=x, z==x

Pero, dado cualquier z > 0 se tiene que (z,x,x) ¢ M, ya que si (z,z,2) € M,
para algin x > 0, las ecuaciones de la curva M conducen al sistema incompatible:

32 =18
6x = 15

rang(§(x,y,2)) = 2, V(r,y.2) € M

Por lo tanto:
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Estamos, pues, bajo las hipdtesis de los teoremas anteriores. Consideramos la fun-
cioén Lagrangiana del problema:

L(x,y,z, A p) = V(z,y,2) + Agu(2,y, 2) + pga(2,y, 2)
=zyz + Moy + xz +yz — 18) + u(2x + 2y + 2z — 15)

Calculando las derivadas parciales de la funcion Lagrangiana

oL oL oL

e =yz+AMy+2z)+2pu, oy rz+Mo+z)+2u, 9 =azy+ ANz +y)+2u
OL oL
a:xy—i—xz—l—yz—l& %22334-23/4—22—15

obtenemos que los puntos criticos de la funcion Lagrangiana verifican el siguiente
sistema de ecuaciones no lineales:

yz+Ay+2)+2u=0 (7.7a)
xz4+Mx+z2)+2u=0 (7.7b)
ry+ANzr+y)+2u=0 (7.7¢)
Ty +rz +yz = 18 (7.7d)
97 + 2y + 22 = 15 (7.7¢)

Sumando las ecuaciones (7.7a), (7.7b) y (7.7¢) se tiene que:
yz+azz+ay+ANy+z)+Az+z2)+ANz+y)+6u=0

es decir
ry+xz+yz+ A2 + 2y +22) +6p =0

Sustituyendo las ecuaciones (7.7d) y (7.7e) en la ecuacion anterior, obtenemos:
18+ 15X +6pu =0

de donde .
w=-3— 5)\ (7.8)

Restando las ecuaciones (7.7a) y (7.7b), conseguimos que:
yz—xz+MNy+z2)—AMz+2)=0
es decir
2(y—z)+ ANy —x)=0

de donde
(y—x)(z+A) =0
De aqui obtenemos que:
y==
o bien
A= —z

Esto da lugar a los dos siguientes casos:
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DHy==
Sustituyendo y = x en las ecuaciones (7.7d) y (7.7¢) se tiene que:

2?4 2xz = 18 (7.9a)
4r+22=15 (7.9b)

Sustituyendo ahora la ecuacion (7.9b) en la ecuacion (7.9a), obtenemos la

ecuacion
22 —b5r+6=0

cuyas raices son x = 2y x = 3.

Esto da lugar a los dos siguientes casos:

1.1) 2 =2
Como y = x y z = 2, obtenemos que y = 2.
Sustituyendo = 2 en la ecuacion (7.9b) se tiene que:

Z—z
2

Sustituyendo x = 2, y = 2y z = 7/2 en la ecuacion (7.7a), y teniendo
en cuenta la ecuacion (7.8), conseguimos que:

11
7—1—5)\—6—5)\:0
es decir

A=—2

y asi, de la ecuacion (7.8):
p=2

Entonces, obtenemos el punto critico de la funcion Lagrangiana
(2,2,7/2,-2,2)

12) x =3
Como y = x y x = 3, obtenemos que y = 3.
Sustituyendo = = 3 en la ecuacion (7.9b) se tiene que:

z ==

2

Sustituyendo x = 3,y = 3y z = 3/2 en la ecuacion (7.7a), y teniendo
en cuenta la ecuacion (7.8), conseguimos que:

9 9
S 4 IA=6-5A=0
23

es decir
A= -3
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y asi, de la ecuacion (7.8):

_ 9
=3
Entonces, obtenemos el siguiente punto critico de la funcion Lagrangia-
na
(3,3,3/2,—-3,9/2)
2) A=—z
Sustituyendo A = —=z en la ecuacién (7.7a) y teniendo en cuenta la ecua-

cion (7.8), obtenemos que
yz —yz— 2> —6+52=0
es decir
22 =524+6=0
cuyas raicesson z =2y z = 3.

Esto da lugar a los dos siguientes casos:

2.1) z2=2
Como A\ = —zy z = 2, obtenemos que A = —2. Entonces, de la
ecuacion (7.8), obtenemos que ;1 = 2.

Sustituyendo ahora z = 2 en las ecuaciones (7.7d) y (7.7¢), se tiene

xy +2x 42y =18
204+ 2y =11

El sistema anterior es equivalente a

xy =17 (7.10a)
2v +2y =11 (7.10b)

Despejando y en funcion de x en la primera ecuacion y sustituyéndola
en la segunda, obtenemos la ecuacion

202 — 11z +14 =0

cuyas raicessonz =2y x = 7/2.
Por lo tanto tenemos dos nuevos casos:
21.1) x =2
Sustituyendo x = 2 en la ecuacion (7.10a) (o, equivalentemente, en
la ecuacion (7.10b)) se tiene que

T
Y73
Por tanto, obtenemos el siguiente punto critico de la funcion La-

grangiana
(2,7/2,2,-2,2)
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2.12) z=17/2
Sustituyendo x = 7/2 en la ecuacion (7.10a) (o, equivalentemente,
en la ecuacion (7.10b)) se tiene que y = 2. De aqui, obtenemos el
siguiente punto critico de la funcion Lagrangiana

(7/2,2,2,—2,2)

22) z=3
Como A = —zy z = 3, obtenemos que A\ = —3. Entonces, de la
ecuacion (7.8), obtenemos que p = 9/2.

Sustituyendo ahora z = 3 en las ecuaciones (7.7d) y (7.7¢), se tiene

ry + 3x + 3y = 18
20 +2y=9

El sistema anterior es equivalente a

22y =9 (7.11a)
20 +2y =9 (7.11b)

Despejando y en funcion de x en la primera ecuacion y sustituyéndola
en la segunda, obtenemos:

202 —924+9=0

cuyas raices sonz = 3y x = 3/2.
Por lo tanto tenemos dos nuevos casos:
221) z=3
Sustituyendo x = 3 en la ecuacion (7.10a) (o, equivalentemente, en
la ecuacioén (7.10b)) se tiene que

_3
Y7
Por tanto, obtenemos el siguiente punto critico de la funcion La-
grangiana
(3,3/2,3,-3,9/2)
222) x=3/2

Sustituyendo x = 3/2 en la ecuacion (7.11a) (o, equivalentemente,
en la ecuacion (7.11b)) se tiene que y = 3. De aqui, obtenemos el
siguiente punto critico de la funcion Lagrangiana

(3/2,3,3,—3,9/2)
Observemos que en realidad los puntos criticos

P=(2,27/2,-22), Q=(27/2,2,-2,2), R=(7/2,2,2,-2,2)
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corresponden al mismo prisma rectangular. Lo mismo sucede con los puntos criticos
S =(3,3,3/2,-3,9/2), T =(3,3/2,3,-3,9/2), U =(3/2,3,3,-3,9/2)

Vamos a analizar el punto critico P = (2,2,7/2,—2,2) y el resto lo dejamos como

gjercicio.

Consideremos la funcién auxiliar

F(z,y,2z) = L(x,y,2,—2,2) = xyz—2(xy+xz+yz — 18) +2(2x + 2y + 22 — 15)

construida a partir de la funcién Lagrangiana y de las dos tltimas componentes del
punto critico P. Sus derivadas parciales primeras son:

oF oF oF
%:yz—Qy—Zz—i—él, a—y:xz—2:c—2z+4, a:xy_Qx_Qy_i_gl
de donde
°F O?F PF ?F O2F P
T =0, =22, o =y-2, =0, o =2, =0
Ox2 0xdy 0x0z Dy DYz 2
De aqui
0 2-2 y-—2
HF(z,y,2)=(z—2 0 ax-2
y—2 x—2 0
y asi
0 5 0
2
HF(2,2,7/2)=| 3 0 0 (7.12)
2
0 0 O

Los menores principales conducentes de la matriz HF'(2,2,7/2 son:

3
0 3 .
HF(2,2,7/2)1 =0, HF(2,2,7/2); = |3 = —5 <0,
-0
2
3
0 = 0
2
HF(2,2,7/2)5=13 o (=0
2
0 0 0

Por lo tanto, el primer apartado de los Teoremas 7.5.6 y 7.5.5 no garantiza que
el punto (2,2,7/2) sea una maximo o un minimo, respectivamente, de la funcion
V(x,y, z) condicionado por las ecuaciones (7.7d) y (7.7¢).
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Veamos, pues, si se cumple la hipdtesis del tercer apartado del Teorema 7.5.6 o del
Teorema 7.5.5. Para ello hay que considerar la ecuacion (7.4).
La matriz Jacobiana de la funcién ¢ la hemos calculado en la ecuacion (7.6). Asi:

11 11 4
J§2,2,7/2)=1| 2 2
2 2 2

de donde, teniendo en cuenta la ecuacion (7.12), la ecuacion (7.4) es:

3 11
_ ° 0 92 =
v 2
3 11
2o 9 =
5 o 0 2
0 0 —a 2 =0
11 11
=2 4 0 0
2 2
2 2 2 0 0

Omitiendo el calculo del determinante, la ecuacion anterior es:
18a+27=0

cuya unica raiz es « = —3/2 < 0. Por tanto, el Teorema 7.5.6 asegura que el punto
(2,2,7/2) es un maximo de la funciéon V (z,y, z) condicionado por las ecuacio-
nes (7.7d) y (7.7¢e). El volumen maximo es:

V(2,2,7/2) = 14m?

Ejercicio 7.5.8
Clasifica el resto de puntos criticos de la funcion Lagrangiana del Ejemplo 7.5.9.

Ejercicio 7.5.9
Una empresa tiene la funcion de costes siguiente:
C =22 4+y>+ 22 + 2y + 222 — 110z — 40y — 60z
(@) Determina la combinacion de outputs (x, y, z) que minimiza el coste.

(b) Si la empresa tiene que producir un total de 50 unidades de los tres productos
(es decir, x + y + z = 50), obtén la combinacion de outputs que minimiza el
coste con esta restriccion.
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Ejercicio 7.5.10

Una fabrica de azulejos comercializa un tipo de gres ceramico en cantidad V' men-
sualmente a partir de tres componentes en cantidades x, y y z, de acuerdo con la
siguiente funcion de produccion

V(z,y, z) = 2* +20y* + 102% + 20yz + 62 — 240y — 140z + 749

Si en el proceso de produccion el consumo total de los tres componentes es de 26
unidades mensuales (es decir, z + y + 2z = 26), obtén, utilizando el método de los
multiplicadores de Lagrange, la cantidad minima de producto que puede producir
mensualmente.

Ejercicio 7.5.11

El volumen de ventas V' de un detergente es funcién del nimero de anuncios en
prensa, z, y del nimero de minutos de propaganda en TV, y. Estadisticamente se ha
estimado que la relacion entre estas variables es:

V = 12zy — 2® — 3y?

Un anuncio en prensa vale 6 € y un minuto en TV vale 360 €. Si el presupuesto de
publicidad es de 15720 €, determina la politica publicitaria dptima.

Ejercicio 7.5.12
La funcidn de costes para un empresario que produce tres articulos en cantidades z,

Yy zes:
C=(x—2)?2+3(y—3)*+2* -3y + 100

Si el empresario planea distribuir la produccion en dos secciones de manera que
x4+ 2y =32
r+z=14

siendo 32y 14 los recursos de dichas secciones, obtén las cantidades que minimizan
el coste.

Ejercicio 7.5.13
Una caja rectangular ha de estar apoyada sobre el plano XY, con un vértice en el
origen y el extremo opuesto en el plano

61+ 4y + 32 = 24

Calcula, aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, el maximo volu-
men posible de esa caja.

Ejercicio 7.5.14

Un agricultor dispone de 320 metros de cerca para vallar un terreno rectangular.
( Como deberia colocarse la cerca para que el area encerrada sea maxima? Aplica el
método de los multiplicadores de Lagrange.
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Ejercicio 7.5.15
La siguiente figura muestra un semicirculo adosado a un rectangulo

Si el perimetro de la figura es igual a 8 + 27, calcula, aplicando el método de
los multiplicadores de Lagrange, las dimensiones de la figura para que su area sea
maxima.

Ejercicio 7.5.16
Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 2m? de volumen tal que un
lado de la base sea el doble que el otro

~ 2x
T

Determina las longitudes de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea
minima. Aplica el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 7.5.17
Calcula los extremos de la funcion

flz,y) =y

en la elipse M = {(z,y) € R? : 2 + 4y* = 2}. Utiliza el método de los multi-
plicadores de Lagrange analizando s6lo el punto de la elipse situado en el primer
cuadrante.

Ejercicio 7.5.18
En un taller de mecénica se reparan 2 tipos de coches: Ay B. La funcion de trabajo
conjunta estd dada por

flz,y) =a® + 2y — ay
donde z e y representan el nimero de coches reparados por dia del tipo Ay B,
respectivamente. Para minimizar el trabajo, ;cuantos coches de cada tipo se deben
reparar, si diariamente se pueden reparar 8 coches?
Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange.
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Ejercicio 7.5.19
La temperatura de una placa metélica circular viene dada por la funcion

T(x,y) = 42* — 4wy + y*

Calcula los puntos de la circunferencia centrada en el origen de radio 5 en los que
la temperatura alcanza sus valores maximos y minimos.
Aplica el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 7.5.20

Calcula el tridngulo isdsceles de area maxima inscrito en la elipse
22 P
T A
9 * 4

tal y como se indica en la siguiente figura

OO
9.9.0.0.0.0.0.9,

9.0.0.0.0.0.0.0.0.

LERRRERRRRRARR

aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 7.5.21

Se quiere construir un depésito cilindrico cerrado de volumen 127 m? para ser en-
terrado en el suelo, de manera que la tapa superior quede al nivel del terreno. La
parte enterrada esta sometida a mayores presiones y efectos de corrosion, por lo
que se utiliza un material cuyo precio es el doble del material utilizado para la tapa.
Si el material empleado para la tapa superior cuesta 1 €/m2, determina, utilizando el
método de los multiplicadores de Lagrange, las dimensiones del deposito para que
el coste sea minimo.

Ejercicio 7.5.22
El alargamiento de una viga viene dado por la funcién:

f(l’,y,Z):E)Z—ZL‘Q—yQ

donde x es la presion, y la temperatura y z el rozamiento, estando dichas variables
ligadas por la expresion

r+y—>5oz=1
Halla los valores de estas variables que provocan un alargamiento maximo, utili-
zando el método de los multiplicadores de Lagrange.
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Tema 8

Integracion multiple

8.1. Introduccion

En el Tema 6 vimos que la integracion de funciones de una variable (integrales
simples) provenia de un problema geométrico: el problema del area. La integracion
de funciones de varias variables (integrales multiples) tiene una motivacion similar:
el calculo del volumen de un soélido en el espacio. Aqui s6lo consideraremos la
integracion de funciones de dos variables (integrales dobles) y de tres variables
(integrales triples).

Al igual que hicimos en el Tema 6, el concepto de integral que se considera es
el de Riemann, ya que con ¢l se pueden abordar la mayor parte de los problemas
que pueden surgir en Ingenieria.

8.2. Integrales dobles

En esta seccion presentamos el concepto de integral de una funcién de dos va-
riables a partir de las sumas de Riemann, a diferencia de las integrales simples que
se introdujeron a partir de las sumas inferior y superior de Darboux. Ambas defini-
ciones son equivalentes y nosotros hemos considerado las sumas inferior y superior
de Darboux, en el caso de las integrales simples, y las sumas de Riemann, en el caso
de las integrales multiples, por simplicidad para el estudiante.

8.2.1. Volumen por debajo de una superficie

Recordemos como introduciamos en el Tema 6 el area por debajo de una curva 'y
como definiamos la integral de una funcion de una variable en un intervalo cerrado
y acotado.

De manera similar podemos introducir el volumen por debajo de una superficie
y definir la integral doble de una funcion de dos variables en un rectangulo cerrado
y acotado.

Sea f : R — R una funcién continua en un rectdngulo cerrado y acotado

R=1a,b] x [e,d] ={(z,y) :a <z <b, c<y<d}
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tal que f(z,y) > 0 paratodo (z,y) € R.

Sabemos que la grafica de la funcidn f es una superficie cuyos puntos satisfacen
la ecuacion z = f(x,y). Sea S el solido que esta por encima del rectangulo R y por
debajo de la grafica de la funcioén f:

S=A{(z,y,2) eR*:0< 2 < f(z,y), (z,y) € R}

/’:z::m A
[ // \‘\\\\\\\\\\\
‘,“‘ ! n H‘\“\\\ i

i
::o\ il

Nuestro objetivo es calcular el volumen del sélido S.

Para ello dividimos el rectdngulo R en n subrectangulos R;, 1 < ¢ < n, con la
misma area AA,, (particion regular del rectangulo R).

Eligiendo un punto (z},y;) en cada subrectangulo R;, podemos aproximar la
parte del s6lido S que esta por encima de R; mediante una caja rectangular de base
el area de R; y altura f(z},y;), cuyo volumen es:

f@},y7) AA,

Haciendo esto para cada subrectangulo y sumando los volimenes, obtenemos una
aproximacion del volumen del solido S' mediante sumas de Riemann:

)~ Y fl7 ) AA,
i=1

Como la funcioén f es continua en el rectangulo R se puede probar que:

v(S) = lim Zf:cl,yl

n—-+o00

Se puede demostrar también que el valor del limite anterior no depende del punto
(xf,y7) elegido en cada subrectangulo R;.
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8.2.2. Integral doble sobre un rectangulo

En el apartado anterior hemos visto como calcular el volumen de un sélido .S
que estad por encima de un rectdngulo Ry por debajo de la grafica de una funcion f
positivay continua en el rectangulo R. El mismo proceso seguido alli permite definir
una clase mas amplia de funciones: las funciones integrables. Para ello también es
necesario que la funcion f : R — R sea una funcidn acotada en el rectangulo R,
aunque la necesidad de tal condicién al considerar las sumas de Riemann no resulta
tan evidente como al definir las sumas de Darboux.

Para una definicion formal de funcion integrable sobre un rectangulo puede con-
sultarse el texto de De Burgos [4].

Definicion 8.2.1 (Funcion integrable en un rectangulo)
Sea f : R — R una funcién acotada en un rectangulo R = [a, b] X ¢, d]. Decimos
que la funcion f es una funcion integrable en el rectangulo R, si existe el limite

lm Y f(x],57) AA,
=1

n—-+oo £

y es independiente del punto (27, y;) elegido en cada subrectangulo R; del rectangu-
lo R.
El valor de este limite se llama integral doble de f en el rectangulo R y se repre-

senta por
/[ s

A= I * Y AA
//Rf(:v,y)d n;g;o;f(wz,yz) n

es decir

Al igual que sucedia con las funciones de una variable, el concepto de funcion
continua es mas restrictivo que la nocion de funcion integrable.

Teorema 8.2.1 (Continuidad implica integrabilidad)
Si f es una funcidn continua en un rectangulo R, entonces [ es integrable en R.

Como consecuencia de este teorema y lo expuesto en el apartado anterior se tiene
el siguiente

Teorema 8.2.2 (El volumen como una integral)
Sea f : R — R una funcion continua en un rectangulo R, tal que f(z,y) > 0 para
todo (z,y) € R, entonces el volumen del solido

S={(r.y,2) €R*:0< 2 < f(z,y), (2,9) € R}

o) = [[ s

€S
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La integral doble sobre un rectangulo verifica, entre otras, las siguientes propie-
dades:

Teorema 8.2.3 (Propiedades de la integral doble)
Sean f,g : R — R dos funciones integrables en un rectangulo Ry sea o € R.
Entonces:

l. f+g: R —> Resintegrableen Ry

J[ @ +owinar= [[ senaas [[ gepas

2. a- f: R— Resintegrableen Ry

/La-f<x,y>dA=a/Lf<x,y>dA

3. Si f(z,y) < g(x,y) paratodo (z,y) € R, entonces

//Rf(x,y)dA<//Rg(:v,y)dA

El proceso para calcular una integral doble se asemeja, en cierto modo, al del
calculo del limite doble mediante los limites iterados, aunque como vimos en el
Tema 7 los limites iterados s6lo nos pueden dar una idea del valor de limite doble.

Sea f : R — R una funcion continua en el rectangulo R = [a, b] X [c, d].

Si mantenemos fija la variable = podemos calcular la integral

Alz) = / f(z) dy

Si ahora integramos la funcién A(z) con respecto a la variable z entre a y b, obte-

o [arae= [ ([ o)

La integral de la parte de la derecha de la igualdad anterior se llama integral itera-
da.
De manera analoga, podemos calcular la otra integral iterada

d b
/ </ f(x,y)dw)dy
Ejemplo 8.2.1

Vamos a calcular la siguiente integral iterada:

1 /3
/ / 2y dydx
0o J2
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Manteniendo fija la variable x, calculamos:

3 3 273
9 4 5
/:L‘dey::L‘Q/ ydy = 2° Y1 =2 (2-2) =22
2 9 2, 2 2 2

Integrando ahora con respecto a la variable x entre 0 y 1, obtenemos:
Lor3 1 1 371
5 5 5 |x 51 5
2 2 2
xydydx:/—xdx:—/xdx:—[_] - ==
/0 /2 0 2 2 0 2 3 0 2 3 6

Ejercicio 8.2.1
Calculas las siguientes integrales iteradas:

4 p2 1 1
dxd b 393 2 duyd
(a)/ofowwy ()/1/0(:cy+3xy>yx

2 1 1 w/2 prln3
(c) / / ———dxdy (d) / / €’ seny dxdy
1 Jo (+y)? 73 Jo

El siguiente teorema nos indica que las dos integrales iteradas coinciden con la
integral doble.

Teorema 8.2.4 (de Fubini)
Sea f : R — R una funcion integrable en un rectangulo R = [a,b] X [c,d].

Entonces
//Rf(x,y)dflz/ab (/cdfcc,y)dy)dx
- /cd (/abf<x,y)drc) dy

Ejemplo 8.2.2
Veamos que la integral iterada

3l
/ / z2y dxdy
2 Jo

coincide con la integral iterada calculada en el Ejemplo 8.2.1.
Manteniendo fija la variable y, calculamos:

1

1 1 3
1
x2yd:v:y/ xQda::y[x—] = -y
/0 0 30, 3
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Integrando ahora con respecto a la variable y entre 2 y 3, obtenemos:

3 1 31 1 3
/ / x2ydxdy:/ ~ydy = —/ ydy
2 Jo 2 3 3.Js

1y 19 4\ 15 5
S 3(12), 3\2 2/ 32 6

Ejercicio 8.2.2
Calcula las siguientes integrales iteradas:
2 4 -1 f1
() / / x\/y dyda (b) / / (2®y® + 32y?) dady
0o Jo 1 Jo
1 1 1 7/3 rln3
(c)/ / —— dydzx (d)/ / €’ seny dydx
o Jo (z+y)? =2 Jo

y comprueba que son iguales a las consideradas en los mismos apartados del Ejer-
cicio 8.2.1.

Ejemplo 8.2.3
Vamos a calcular la integral doble

//(x2y+2xy+x—|—4)d/1
R

donde R = [0,2] x [—1,2].

Aplicando el teorema de Fubini, obtenemos:

2 12
//(x2y+2xy+x—|—4)dA://(m2y+2xy—|—x+4)dydx
R 0o J-1

Pero

2

2 2
/ (x2y+2xy+x+4)dy:(x2+2x)/ ydy—l—(:c—|—4)/ dy
- 1

1 -1

= (2% + 27) {yjr_l + (z +4) [yr

2 —1
— (% +22) <g - %) (e 4) 2 (-1)
= ;(:c2+2:c)+3(:1:‘+4) = gx2+6:€+12
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Entonces

(§x2 + 6x + 12) dx

2 2
/ / (m2y+2xy+x+4)dydx:/
0 -1 0 2

1 2
— / {—x?’ + 322 + 124
0 2 0

8
5—1—12—1—24:40

2
2

Ejercicio 8.2.3
Calcula la integral doble del Ejemplo 8.2.3 utilizando la otra integral iterada.

Ejercicio 8.2.4
Calcula las siguientes integrales dobles en los rectangulos indicados:

(@) // (myg—i—%) dA, donde R = [2,3] x [~1,0].
R

(b) //RxsenydA ,donde R = [1,4] x [0, 7/6].

1
©) //RliidA,dondeR:[—l,ﬂ><[0,1].

Calculalas utilizando las dos integrales iteradas.

Ejemplo 8.2.4
Vamos a calcular el volumen del s6lido .S que esta por encima del rectangulo

R=[-1,1 x [1,4]

y por debajo del plano
z=2x+5y+1

El so6lido S es el que esta limitado por los planos z = 0y z = 2z + 5y + 1, tal
y como se muestra en la siguiente figura:
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Entonces, de acuerdo con el teorema de Fubini, obtenemos:
1 4
U(S)://(2x+5y+1)dA:/ / (22 4+ 5y + 1) dydx
R -1/1
1 5y2 4 1 5
:/ 22y + — +y dx:/ 8x+40+4—<2x—|——+1>)d:c
. 2 ) . 2
1 1
81 81 81 81
= — ) dx = 322+ — =3+——(3——| =81
[ (o= 5] =ae5-(2-5)

Ejercicio 8.2.5
Calcula el volumen del sé6lido S que esta por encima de los rectangulos indicados y
por debajo de las superficies indicadas:

(a) R=10,4] x [1,2] y por debajo de la superficie z = 2% — 2y + 10.
(b) R =[-2,2] x [-3, 3] y por debajo de la superficie z = z + y>.
(¢) R=10,1] x [0,1] y por debajo de la superficie z = z/z2 + y.

8.2.3. Integrales dobles sobre regiones mas generales

La integracion de funciones de dos variables se puede definir también sobre
conjuntos acotados mas generales que los rectangulos. Tales conjuntos son los con-
juntos medibles, los cuales no abordaremos en este texto. Aqui s6lo trataremos las
llamadas regiones de tipo 1 y las regiones de tipo 2, y s6lo indicaremos cémo se
calcula una integral doble sobre este tipo de regiones, sin entrar en detalles de como
se define el concepto de funcidn integrable en dichas regiones.

Regiones de tipo 1
Una region plana D se dice que es de tipo 1 si es de la forma

D={(z,y) eR*:a<z<b, qi(z) <y<g(r)}

donde g1, g5 : [a,b] — R son dos funciones continuas, como muestra la siguiente
figura:

Y y = g2()
D

| — y=g(z)

a B
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Ejemplo 8.2.5
La siguiente region

D={(r,y) eR*:1<2x<3, 1+2<y< 2}
Y

o
<

es una region de tipo 1.

Si f: D — R es una funcioén integrable en la region de tipo 1
D={(z,y) eR*:a<a<b, gi(z) <y < g(a)}

entonces, se puede demostrar que la integral doble de f en la region D es:

b rga(x)
// f(x,y)dAz// f(z,y) dydzx
D a g1(x)
Ejemplo 8.2.6

La integral doble de la funcion f(z,y) = = — 2y en la region de tipo 1

D={(z,y) eR*:1< 2 <3, 1+ <y< 2}

3 2x 3
J[e-2aa= [ ["w-2aar= [ o2, i
D 1 14z 1
3

N / (w22 — (22)° = (2(1 4+ 2) — (1 +2)%)) d=

1

€S

3 23 2 3
:/(—2x2+x+1)dx: 2 —|—x—+$
1 3 2 1

9 2 1 34

=18+ = (=24 Z241) =22

8+2+3 ( 3+2+) 3

Ejercicio 8.2.6
Calcula las siguientes integrales dobles:

(@) //(x+y)dA,d0ndeD:{(x,y)€R2:O<x<4, z/2 <y <2}
D
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N
<
N
8
-

(b) // rydA,donde D = {(z,y) e R*: 0<x <1, 23
D

1
(c)// dA,donde D = {(z,y) e R?: 1 <2 <2, 0<y<a}
pT+Y

Regiones de tipo 2
Una region plana D se dice que es de tipo 2 si es de la forma

D={(z,y) eR*:c<y<d, iy <z<h(y)}

donde hq, hs : [c,d] — R son dos funciones continuas, como muestra la siguiente
figura:

Y
z = hi(y) x = hy(y)
g4 \ \

Ejemplo 8.2.7
La siguiente region

D={(z,y) eR*:1<y<4, (T—y)/3<z<y+2}

Y _
3
o
D
1+-—-————
\
X

es una region de tipo 2.
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Si f: D — R es una funcidn integrable en la region de tipo 2
D={(z,y) eR*:c<y<d, hu(y) <z <hay)}

entonces, se puede demostrar que la integral doble de f en la region D es:

d prha(y)
[ s@waa= [ [ s deay
D c h1(y)
Ejemplo 8.2.8

La integral doble de la funcion f(x,y) = 2y — = en la region de tipo 2

D={(z,y) eR*:1<y<4, (T-y)/3<x<y~+2}

es
4 py+2 3 x? y+2
// (2y—:c)dA:/ / (2y—:c)dxdy:/ {21‘3/——} dy
D 1 JTzy 1 2 | 7=y
3 3
4 2
y+2
=/ @My+®—< 2)
1
-y ((T—y)/3)?
— 12 = d
(2152 - =30,
420y 31y 13 203 31y2  13y]*
:/ y——y+— dy = 2V y_|__y
1 9 9 18 27 18 18 |,
_ 1280 248 26 (20 31 13\
27 9 9 27 18  18)
Ejercicio 8.2.7

Calcula las siguientes integrales dobles:

(a) // eV dA,donde D = {(z,y) € R*: 1<y <2, y* <z <y*}
D

(b) // v*y*dA,donde D = {(z,y) eR?:0<y <1, y <z <y
D

(0) // zy*dA,donde D = {(z,y) eR?:0<y <1, V1—9y2<a<1+y}
D

Ejercicio 8.2.8
Dibuja la region D indicada y calcula integral doble en cada uno de los siguientes
Ccasos:

(@) D es laregion limitada por las pardbolas y = 222 ey = 1 + 22,y

//D(sz)dA

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 197 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



(b) D eslaregion limitada por las rectas y = 0,z = 4y lacurvay = \/x,y

// Y_4A
DZU2+].

(¢) D es laregion triangular con vértices (0,0), (2,4) y (6,0),y

//yesz
D

(d) D eslaregion limitada por lasrectasy =2,y =2rxey ==,y

//D(Q—x—ély)dA

Tal y como vimos en el Tema 6, si una regién D esta limitada por las graficas
de dos funciones continuas f, g : [a,b] — R, como en la figura:

Y

entonces el area de la regioén D es:

donde D es la region de tipo 1
D={(z,y) eR*:a<a<b, g(z) <y< f2)}

Ejemplos y ejercicios de calculo de areas de figuras planas ya se han realizado en el
Tema 6.

El calculo de volumenes de sélidos se puede ampliar a aquéllos que estan por
encima de una region plana de tipo 1 6 2 y por debajo de la grafica de una funcion
continua. Sea, por ejemplo,

S={(z,y,2) ER*: 0< 2 < f(x,y), (v.y) € D}
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donde D es unaregionde tipo1 62y f : D — R una funcion continua. Entonces,

el volumen del sélido S es:
o8)= [[ s aa
D

De la misma forma, y siguiendo un razonamiento similar al empleado en el
Tema 6, si f,g : D — R son dos funciones continuas sobre una regién D de tipo
1 6 2, tales que g(x,y) < f(z,y) para todo (z,y) € D, entonces el volumen del
solido S limitado por las superficies z = f(z,y) y z = g(x,y):

S={(r,y,2) eR’: (z,y) € D, g(z,y) <z < f(z,y)}

€S

8) = [[ (Flw) = gl da

Ejemplo 8.2.9
Vamos a calcular el volumen del sélido S que esta situado por debajo de la superficie

2z = 22 + y? y por encima de la region del plano XY limitada por larecta y = 2z'y
la parabola y = 2.

El sélido S est4 situado por debajo de la superficie z = 2 + y2, como se muestra
en la siguiente figura:

8
sl
OOy
SRS

e
s

=
OO S
Sesseesea
OO <
oSO S SIS SIS S =S
e oo e
SO e
OO =

y por encima de la region plana de tipo 1:
D={(z,y) eR*:0< <2, 2 <y< 2}
Y

4_,

w__
S
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Obsérvese que en la figura anterior se han tomado diferentes escalas para los ejes
coordenados.

Se trata, por tanto, del solido que estd limitado por la superficie z = 2% + 32, el
plano z = 0 y por las superficies “verticales”

{(z,22,2) :0< 2 <2, 2€R}, {(z,2%,2):0<2 <2, z€R}

como se muestra en la siguiente figura:

(
f
f
/

RN RRARRANAL

X

LN AR R R R AR B R BB

El so6lido .S, entonces, es el representado en la siguiente figura:

S={(z,y,2) eR*: 0< 2 <2* +y*, (z,y) € D}

S

NN

T\
—_T T
NS

donde D es la region de tipo 1 anterior:

D={(z,y) eR*:0< <2, 2 <y<2}
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De aqui, el volumen del so6lido S es:

v(S) = //D(a:2 +y?) dA = /02 /;m(a:Q +9?) dydz = /02 [x2y+ y;Ej dx
= /02 (:1:'2 27 + (2?3 — <:c2x2 + @)) dx

/2 8 . 1423 J N L 70477
= - - rT= |0 —
0 3 3 21 5 6 1,

128 32+56_216
21 5 3 35

Ejercicio 8.2.9
Calcula el volumen del sélido indicado:

(a) Sélido que esté por debajo de la superficie z = xy y por encima del tridngulo
situado en el plano XY, de vértices (1, 1), (4,1) y (1, 2).

(b) Sélido que esté por debajo del plano z = 1 + = + y y por encima de la region
del plano XY limitada por las rectas z = 1, y = 0y la parabola y = 2.

(c) Sélido limitado por la superficie z = 2> + y*> + 4 yelplanox +y = 1l enel
primer octante.

Las propiedades de las integrales dobles sobre regiones de tipo 1 y 2 son las
mismas que sobre un rectangulo.

La integral doble se puede definir en una clase mas amplia de conjuntos que las
regiones de tipo 1 o de tipo 2. Tales conjuntos son los llamados conjuntos medibles,
los cuales, como hemos indicado anteriormente, no abordaremos aqui.

8.2.4. Cambio de variable en integrales dobles

En este apartado se enuncia el teorema de cambio de variable para integrales
dobles y se particulariza al caso del cambio de variable a coordenadas polares, con
el fin de poder simplificar el calculo de algunas integrales dobles.

El siguiente teorema, que se puede consultar en el libro de De Burgos [4], es
valido para conjuntos medibles, aunque no lo especificamos en su enunciado. He-
mos creido conveniente incluir este teorema, aunque sea de forma poco precisa, con
el fin de evitar definir la integral doble en coordenadas polares, tal como se hace,
por ejemplo, en el libro de Larson [5].

Teorema 8.2.5 (Cambio de variable. Integrales dobles)
Sea f : D — R una funcién continuaen D C R*ysea F' : D' — R? una

funcion inyectiva y de clase C* en D’ C R2, tal que F(D') = Dy

det JF (u,v) # 0
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para todo (u,v) € D'. Entonces

//Df(x,y) dAz/D/f(Fl(u,v),Fg(u,v)) ‘detjﬁ(u,v)‘ dA

En el teorema anterior, la expresion

‘det TE(u,v)

es el valor absoluto del determinante de la matriz Jacobiana de la funcion vectorial
F en el punto (u,v) € D

Este teorema lo vamos a considerar en un caso particular de cambio de variable
en integrales dobles: el cambio a coordenadas polares.

Hasta ahora hemos determinado un punto del plano a partir de sus coordenadas
rectangulares (z, y); es decir, dando su abscisa, x, y su ordenada, y, relativas a unos
ejes coordenados.

En algunos problemas es mas conveniente determinar un punto del plano me-
diante sus coordenadas polares.

El punto P tiene coordenadas rectangulares (z,y) y coordenadas polares (r, ),
donder >0y 0 <0 < 2.

Y

yr+——-——-——-—- -9

La relacion entre estas coordenadas es:
xr=rcosf, y=rsenf

La funcién F(r,0) = (r cos 0,7 sen ), llamada transformacion de coordenadas
polares a coordenadas rectangulares, donde r > 0y 0 < 6 < 27, es inyectiva 'y de
clase C!, y ademas

cos 0 sen 6

det JF (r,0) = —rsenf rcos6

=rcos’f+rsen®’f=r#0

para todo (r,0) €]0, +oo[x|0, 27].
Aplicando el teorema anterior, obtenemos el cambio de variable a coordenadas

polares:
// f(:L‘,y)dA:/ f(rcosf,rsenf)rdA
D D
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Si la region D’ es un rectangulo
D={(rd)eR:0<r<r<r, 0<6, <0<60}

entonces la region D = F (D’) se llama rectangulo polar, como se muestra en la
siguiente figura:

Y
L0 =0,
/
/
=== /
~<_
- 0:91
~
//
\\/ .
\
/ I =T2
/ \
// //\T_r \
S \ 1 \
e \ |
% |
A1 T2 X

y se puede comprobar que:

//Df(x,y)d/l:/rjz/:zf(rcose,rsine)rdfl

Si la region D’ es de tipo 1
D={rd)ecR:0<rn<r<mn, 0<g((r) <0< g0(()}

entonces la region D = F(D') se llama regién O-simple, como se muestra en la
siguiente figura:

Y

y se puede demostrar que:

T2 rg2(r)
// f(z,y) dA:/ / f(rcos@,rsend)rdidr
D 1 gi(r)
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Si la region D’ es de tipo 2
D' ={(r,0) eR*:0< 0, <0< b, 0<hi(h) <r<hg(0)}

entonces la region D = F(D’) se llama region r-simple, como se muestra en la
siguiente figura:

Y

y se puede comprobar que:

02 ha(0)
// flz,y)dA = / / f(rcos@,rsend)rdrdd
D 01 h1(0)

Ejemplo 8.2.10
Vamos a calcular la integral doble

J[ waa

donde D es el disco con el centro el origen y radio 5, haciendo el cambio de variable
a coordenadas polares.

El disco con centro en el origen y de radio 5 representado en la siguiente figura:

Y

es D = F(D'), siendo F la transformacion de coordenadas polares a coordenadas
rectangulares, donde

D'={(r,0) eR*:0<r <5, 0<0 <27}
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Sea f(x,y) = x, entonces

5 2
//di:// f(m,y)dA:/ / f(rcosf,rsenf)rdA
D D o Jo
5 2T 5 2T
:// rcosQrd@dr:// r? cos 0 dfdr
o Jo 0o Jo
5

_ / [+ sen 0] dr = /O  (r2(sen(27) — sen 0)) dr — 0

0

Ejercicio 8.2.10
Dibuja la regiéon D indicada y calcula integral doble en cada uno de los siguientes
casos:

(a) D eslaregion del primer cuadrante limitada por la circunferencia
> +y*=9ylasrectasy =z ey =0,y

/[ vaa

(b) D es laregion que esta entre las circunferencias 22 + y? = 4y 2% + % = 25

en el primer cuadrante, y
/ / xy dA
D

(¢) Deslaregionanular 1 < 22 + 4% < 16,y
// sen (2 + y*) dA
D

Ejemplo 8.2.11
Vamos a calcular el volumen del sélido S que esta situado por debajo de la superficie
2 = 2% + y? y por encima del disco centrado en el origen de radio 3.

El sélido S esté situado por debajo de la superficie z = 2% + y? y por encima del
disco

D ={(z,y) eR*: 2" +y* <9}
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Por lo tanto:

U(S)://D(xz—i-yz)dA

Pero el disco D = F (D), siendo F la transformacién de coordenadas polares a
coordenadas rectangulares, donde

D' ={(reR:0<r<3, 0<0<2r}

Entonces, llamando f(x,y) = 2% + y?, se tiene que:

v(S)://Df(x,y)dA:/OB/O%f(TCOSQ,TseHQ)Tder

3 27
= / / (r* cos? 0 + r* sen? 0)r dodr
o Jo
27

3
:/ / 73(cos® § + sen” 6) dOdr
o Jo

Ejercicio 8.2.11
Calcula el volumen del sélido indicado en cada uno de los siguientes casos:

(a) Solido que esta por debajo de la superficie z = /22 4+ y? y por encima del
anillo 4 < 22 + y? < 25.

(b) Esfera de radio R.

(c) Sélido que esta limitado por la superficie z = 10 — 322 — 3y? y por el plano
z =4.

8.3. Integrales triples

La integral triple no estd asociada a un problema geométrico, salvo que se inte-
gre la funcioén constante igual a uno, en cuyo caso la integral triple es el volumen
de la region en la que se integra, a diferencia de lo que hemos visto en el caso de
las integrales simples, con el calculo de areas, o en el caso de las integrales dobles,
con el calculo de volumenes. Aun asi, se puede seguir un razonamiento similar al
empleado en la seccion anterior para definir las integrales triples de funciones de
tres variables.

Para una definicion formal de la integral triple y, en general, de la integral multi-
ple se puede consultar el texto de De Burgos [4].
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8.3.1. Integral triple sobre una caja rectangular
Sea f : B — R una funcién continua en una caja rectangular cerrada y acotada
B = [alabl] X [CLQabQ} X [as,bz]

={(z,y,2) ER* 1y <2 <b1, aa<y<by, a3 <2< b3}

Dividiendo la caja rectangular B en n subcajas rectangulares B;, 1 < i < n,
con el mismo volumen AV, (particion regular de la caja rectangular B) y eligiendo
en cada subcaja B; un punto (x}, y;, z¥), obtenemos la suma de Riemann:

S° faly 2 A,
=1

Como la funcién f es continua en la caja rectangular B, se puede probar que el
siguiente limite existe:

lm Y f(a],y),2) AV,
=1

n—+4o00 <

Se puede demostrar también que el valor del limite anterior no depende del punto
(xf,yf, z7) elegido en cada subcaja rectangular B;.

Si la funcidn f no es continua en la caja rectangular B pero esta acotada en B,
entonces se tiene la siguiente

Definicion 8.3.1 (Funcion integrable en una caja rectangular)
Sea f : B — R una funcion acotada en una caja rectangular

B = [alabl] X [a/27b2} X [a/37b3]

Decimos que la funcion f es una funcion integrable en la caja rectangular B, si
existe el limite
lim > (@], y5,2) AV,

i=1

n—-+oo

y no depende del punto (z}, y;, zF) elegido en cada subcaja rectangular B;.
El valor de este limite se llama integral triple de f en la caja rectangular B y se

representa por
[/ st
B

= 1i *ur A
///Bf(:v,y,Z)dV n;g;o;f(xz,yz,zl) v,

es decir

Teorema 8.3.1 (Continuidad implica integrabilidad)
Si f es una funcion continua sobre una caja rectangular B, entonces f es integrable
en 5.
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La integral triple sobre una caja rectangular cumple las mismas propiedades que
la integral doble sobre un rectangulo.

Teorema 8.3.2 (Propiedades de la integral triple)
Sean f,g : B — R dos funciones integrables en una caja rectangular B y sea
a € R. Entonces:

l. f+g: B — Resintegrableen By

///B(ﬂx’y’ 2)+g(x,y,2))dV =
///Bf(:c,y,z)dv+///Bg(x’y’z)dv

2. a- f: B—> Resintegrableen By

///Ba-f(x,y,z)dV:a//Bf(x,y,z)dV

3. Si f(z,y,2) < g(z,y, 2) para todo (z,y, z) € B, entonces

J[f e ] e

El célculo de una integral triple sobre una caja rectangular lo realizaremos, como
en el caso de las integrales dobles, mediante las integrales iteradas.
Sea f : B — R una funcién continua en una caja rectangular

B = [ay,bi] x [az, by] X [az, bs]

Si mantenemos fijas las variables z e y, podemos calcular la integral

bs

M(z,y)= [ f(x,y,2)dz

a3
Si ahora mantenemos fija la variable y, podemos calcular la integral
bQ b2

N@) = [ My = |

a2 az

b3
( fz,y,2) d2> dy

3

Si ahora integramos la funcion N(z) con respecto a la variable z entre a; y by,

obtenemos
b1 by b b3
N(z)dx = / (/ ( f(z,y, 2) dz) dy) dx
al al az as

La integral de la parte de la derecha de la igualdad anterior se llama integral itera-
da.
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Ejemplo 8.3.1
Vamos a calcular la siguiente integral iterada:

12 3
/ / / (2% + y* + 2) dzdydx
o Jo Jo

Manteniendo fijas las variables x e y, calculamos:

3 271
9
/(:C2+y3+z)dz:[(xg—l—y?’)z—l—%} :3x2+3y3+§
0 0

Si ahora mantenemos fija la variable y, calculamos:

2 3 2 9
/ / (® +y° + 2) dzdy:/ (3x2+3y3+—> dy =
o Jo 0 2

3yt 9y’
[3x2y+%+?y] — 622+ 12+ 9 = 622 + 21
0

Integrando ahora con respecto a =, obtenemos:

1 2 3 1 1
/ / / (2®+9°+2) dzdydx :/ (62°+21) dz = [2x3+21x} =2+421 =23
0 0 0 0 0

De manera andloga, podemos calcular las otras integrales iteradas

by b b
/ (/ ( flx,y,2) dy) dz) dx
al as a2
b by b3
/ (/ ( flx,y,2) dz) dx) dy
a2 ay as
bo b3 by
/ (/ ( f(z,y,2) d:c) dz) dy
a2 as al
b3 by b
/ (/ < flx,y,2) dy) dm) dz
as ay as
b3 b by
/ (/ ( f(z,y,2) d:c) dy) dz
as a2 al
Ejercicio 8.3.1
Comprueba el resultado de las siguientes integrales iteradas:
3 2 pl
(a) / / / (2% +y* + 2) dedydz = 23.
o Jo Jo

3 1 2
(b) / / / (2% +y* + 2) dydxdz = 23.
o Jo Jo
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2 3 1
(c) / / / (2% +y* + 2) dedzdy = 23.
0 0 0
2 1 3
) / / / (2% +y® + 2) dedxdy = 23.
0 0 0
1 3 2
(e) / / / (2% +y® + 2) dydzdx = 23.
0 0 0

El siguiente teorema nos muestra que el resultado del ejercicio anterior no es
casual.

Teorema 8.3.3 (de Fubini)
Sea f : B — R una funcion integrable en una caja rectangular

B = [alubl] X [a2762} X [a37b3]

Entonces
bo  pbs
// f(,y,2)dV = / | [ s dedyas
a1 as as
1 bs b
:/ / / .y, 2) dydzdz
azz (ZQZI a?)g
~ [ [ ] 1wy 2) azasdy
aiz azs azl
~ [ [ ] 1wy 2) dudsay
a2 as ai
bz pb1 pbe
:/ / / f(z,y, 2) dydzdz
bs b b
/ / f(z,y, 2) dedydz
Ejemplo 8.3.2

De acuerdo con el teorema de Fubini, la integral triple

///B:cyz2dv

sobre la caja rectangular B = x [—1,2] x [0, 3],

/// w22 dV = //_1/ yzdzdydx—//_l[:zry T dyda
//9xydydx—/ [9“@2@’1 e |
[ oo [
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Ejercicio 8.3.2
Calcula las siguientes integrales triples en las cajas rectangulares indicadas:

(@) ///B xysen zdV,donde B = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7].

) ///szey 4V, donde B = [—1,3] x [0,1n3] x [0, 1].

(¢) /// dV donde B = [—1,0] x [1,2] x [0, 1].

8.3.2. Integrales triples sobre regiones mas generales

La integracion de funciones de tres variables se puede realizar también sobre
conjuntos acotados mas generales que las cajas rectangulares. Aqui, al igual que
hicimos con las integrales dobles, sélo trataremos las llamadas regiones de tipo I, II
y 111

Regiones de tipo I
Una region sélida E se dice que es de tipo I si es de la forma

E={(z,y,2) €ER’: (z,y) € D, au(z,y) <z < az(z,y)}

donde D es una regién plana de tipo 1 o de tipo 2y ay, 0 : D — R son dos
funciones continuas en D. Es evidente que D es la proyeccion del solido £ sobre el
plano z = 0.
Si f: E — R es una funcién integrable en £y D es la siguiente region de
tipo 1:
D={(z,y) eR*:a<a<b, gi(z) <y<go(r)}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

// Fla,y,2)dV = // /xy) (z,y, 2) dzdyda

Si D es la siguiente region de tipo 2:
D={(z,y) eR*:c<y<d, hu(y) <z <hay)}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

ha(y) 2(z,y)
///fa:y, )dV = / / / f(z,y, 2) dzdzxdy
h1(y) (z,y)

Regiones de tipo 11
Una region sélida E se dice que es de tipo II si es de la forma

E = {($7y72) € RS : <y72) € D7 al(ya Z) < x < 042(3/72)}
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donde D es una region plana de tipo 1 o de tipo 2y ay, 2 : D — R son dos
funciones continuas en D. Es evidente que D es la proyeccion del sdlido E sobre el
plano z = 0.
Si f : E — R es una funcién integrable en £’y D es la siguiente region de
tipo 1:
D={(y.2) eR*:a<y<b, qy) <2< g}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

b rg2(y) (v, Z)
// f(xaya Z) dV = / / / .CC y,Z) d.deZdy
E a Jgi(y) Jou(y,2)

Si D es la siguiente region D de tipo 2:
D={(y.z) eR*:c<2<d, h(z) <y<ha2)}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

ha(z)  paza(y, Z)
// flx,y,2)dV = / / / (z,y, z) dedydz
hi(z

Regiones de tipo 111
Una region solida F se dice que es de tipo 111 si es de la forma

E= {(x,y, Z) < R3 : (.CC,Z) € D7 Oél(iC,Z) < Yy < 042<:C7 Z)}

donde D es una regién plana de tipo 1 o de tipo 2y ay, 0 : D — R son dos
funciones continuas en D. Es evidente que D es la proyeccion del sdlido E sobre el
plano y = 0.
Si f : E — R es una funcién integrable en £y D es la siguiente region de
tipo 1:
D={(z,2) eR*:a<a<b, g1(v) <z < gox)}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

g92(x) Z’Z)
// flx,y,2)dV = / / / (x,y, z) dydzdz
(z,2)

Si D es la siguiente region D es de tipo 2:
D={(z,2) eR?*:c<2<d, h(2) <z <hy(2)}

entonces, se puede demostrar que la integral triple de f en la region E es:

ha(z) az(z,z)
// flx,y,2)dV = / / / f(x,y, 2) dydzdz
hi(z) Jai(z,z)

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 212 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Ejemplo 8.3.3
Vamos a calcular la siguiente integral triple

[ =av

E:{(x,y,z)€R3:0<a:<1, 0<y<l—-z, 0<z<1l—2z—y}

donde

Laregion E es de tipo I, ya que
E={(z,y,2) eR*: (z,y) €D, 0<2<1—2—y}
donde

D={(r,y) eR*:0<z<1, 0<y<1—a}
y se muestra en la siguiente figura:

A

X

en la que el plano z = 1 — o — y esta representado de color verde. La proyeccion
del solido E sobre el plazo z = 0 es la region D anterior:

Y
1 K
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Entonces

//[Edvz/// " dedyda :// [2]1”@6[95
L[ e [ [
:/0 Tx)dx: [_%T@]O:ﬂ

Ejercicio 8.3.3
Calcula las siguientes integrales triples:

(a) / / /E €” dV, donde

E={(z,y,2) eER*:0<y<1, 0<z<y, 0<z<z+y}

(b) / / /E sen x dV, donde

E={(r,y,2) eR*:0<y<7, 0

(c) ///E:cdv, donde

E={(z,y,2) eR®: -1 <2<0, 2<y<1l+z, 0<r <22y}

(d) ///E dV, donde

E={(ry2)eR: —2<2<4, v<2<3 ,2+2<y<a?+2}

(e) /// yzdV, donde

={(z,y,2) ER*:0<2<1, 0<y<2r, 0<or<2+2}

N
N
N
<
~
N}
=}
N
8
N
_l’_
<
—

Ejemplo 8.3.4
Vamos a calcular ahora la integral triple

[
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donde F es la region solida que esta limitada por la superficie y = z? y los planos
z=x+4+2y,y=0,2=0yx =1

La region solida E es la que se muestra en las dos siguientes figuras vistas desde
dos perspectivas diferentes:

en las que la superficie y = 2 esta representada de color azul en el primer grafico
(en el segundo queda por detras) y el plano z = x + 2y esté representado de color
rojo. El plano y = 0 esta representado de color verde y el plano z = 1 de color rosa.
La proyeccion del solido E' sobre el plano z = 0 es la region D:

D={(z,y) eR*:0<2 <1, 0<y<2’}
Y
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De los graficos anteriores se deduce que la region sélida E es:
E:{(x,y,z)€R3:O<:c<1, 0<y<a?, 0<z<z+2y}

por lo que la region E es de tipo 1. Entonces

z+2y z+2y
o= [ [ st | [ ] "o
Va2 281"
// (zy + 2y° dydx—/ {——i——} dz
2 "3,
_/ ZL‘5+2:L‘ p x_6+2x71_i+3_3
S\ 2T )" T 2, 12 ®

Ejercicio 8.3.4
Resuelve los siguientes apartados:

(a) Siendo E laregion que esta limitada por los planosy + 2 =1yxz +z=1en

E

(b) Siendo F la region que esta limitada por la superficie y = 2% y los planos
r=zx=1yyz=0,calcula:

[ @+

(c) Siendo E la regién que esta limitada por la superficie y? + 22 = 9y los
planos y = 3z y = = 0, calcula:
/ / / 2dV
E

Mediante una integral triple también podemos calcular el volumen de un sélido
FE, donde E es una region de tipo I, II 6 III. Basta, para ello, con calcular la integral
triple de la funcion constante igual a 1:

E

Vamos a calcular el volumen del solido F limitado por la superficie v = 4 — %y
los planos z =0y z = .

El solido E es el que se muestra en la siguiente figura:
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La superficie z = 4 — y? est4 representada de color rosa, mientras que el plano
z = x esta representado de color verde. La proyeccion del sélido E sobre el plano
z =0 eslaregion D:

D={(z,y) eR*: 2<y<2, 0<or<4—y*}

-2

Aqui, evidentemente, hemos permutado los ejes coordenados X e Y.

Por tanto:
E={(z,y,2) eR*: —2<y<2, 0

VAN
8
/AN
i
|
N
O
]
VAN
N
VAN
8
——

Entonces

2 pd—y? pz 2 pd—y? z
v(E) = /// av :/ / / dzdzdy :/ / {z} dxdy
E —2Jo 0 —2Jo 0
2 pd—y? 2 1,274V 2 (4 .2\2
:/ / xdxdy:/ {a:_} dy:/ Mdy
—2Jo L2, -2 2
2 4

2
y 4y* P
— S—d2+ L Vdy=|8y— L +L

32 16 32 16\ 256
16— 2+~ (1642 - =2) =22
=313 ( 0+ 5) 15
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Ejercicio 8.3.5
Calcula el volumen de los siguientes s6lidos mediante una integral triple:

(@) Solido limitado por las superficies 2 = 4 — 22 e y = 4 — 22 y los planos
y=0yz=0.

(b) Sélido limitado por la superficie z = 9 — 22 — y? y el plano z = 0.
(c) Esfera de radio R.

Las propiedades de las integrales triples sobre regiones de tipo I, Il y II son las
mismas que sobre una caja rectangular.

8.3.3. Cambio de variable en integrales triples

Al igual que hemos hecho para la integral doble, en este apartado enunciamos
el teorema de cambio de variable para integrales triples y lo aplicamos al caso del
cambio de variable a coordenadas cilindricas y al caso del cambio de variable a
coordenadas esféricas.

Teorema 8.3.4 (Cambio de variable. Integrales triples)
Sea f : £ — R una funcién continuaen £ C R3 y sea F' : £/ — R3 una funcion

inyectivay de clase C' en £’ C R3 tal que F(F') = E 'y
det JF (u,v,w) # 0

para todo (u, v, w) € E'. Entonces

] s

// F(F (u,v,w), Fy(u,v,w), F3(u,v,w)) ‘detjﬁ(u,v,w) dv
B

En el teorema anterior, la expresion
det JF (u, v, w) ‘

corresponde al valor absoluto del determinante de la matriz Jacobiana de la funcion
vectorial F' en el punto (u, v, w) € E'.

Este teorema lo vamos a considerar en dos casos particulares de cambio de va-
riable en integrales triples: el cambio a coordenadas cilindricas y el cambio a coor-
denadas esféricas.

Hasta ahora hemos localizado un punto del espacio a partir de sus coordenadas
rectangulares (z,y, z); es decir, dando su abscisa, , su ordenada, y, y su cota, z,
relativas a unos ejes coordenados.
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En algunos problemas es mas util localizar un punto del espacio mediante sus
coordenadas cilindricas.

El punto P tiene coordenadas rectangulares (z, y, z) y coordenadas cilindricas
(r,0,z),donde r > 0,0 < 6 < 2ry z € R, como se muestra en la siguiente figura:

La relacion entre estas coordenadas es
xr=rcosf, y=rsenf, z==z

La funcién F(r, 6, z) = (r cos 6, rsen 0, z), llamada transformacion de coorde-
nadas cilindricas a coordenadas rectangulares, donde r > 0,0 < 0 < 27y z € R,
es inyectiva y de clase C!, y ademaés

cosf senf 0
det JF(r,0,2) = |—rsenf rcosf 0
0 0 1

= rcos® + rsen?f
= r(cos? @ + sen? 0)

=r=#0

para todo (7,0, z) €]0,4+00[x[0, 27 [xR.
Aplicando el teorema anterior, obtenemos el cambio de variable a coordenadas

cilindricas:
/// f(x,y,z)dV:// f(rcos@,rsend, z)rdV
E E

Si la region E’ es una caja rectangular
E/:{<T,9,Z)ERSZO<T1<T<T27 0<91<9<92<27T7 21<Z<22}

entonces la region £ = F (E') se llama caja cilindrica y se puede comprobar que:

ro 02 22
/// flz,y,2)dV :/ / / f(rcos@,rsend, z)rdzdidr
E 71 01 z1

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 219 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Si la region E’ es de tipo I, IT 6 I1I se tiene una expresion similar a la anterior.

La regién E anterior, que es la imagen de la caja cilindrica £’ por medio de
la transformacién de coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares, la repre-
sentamos en la siguiente figura:

Z

22

21

Ejercicio 8.3.6
Obtén las expresiones de la integral triple

///Ef(x,y,z)dv

en coordenadas cilindricas cuando E’ es una region de tipo I, Il y III, siendo el
solido £ = F(E') y

F(r,0,z) = (rcosf,rsen, z)
donder >0,0<0<2ryz eR.

Ejemplo 8.3.6
Vamos a calcular la integral triple

[[[ senrav

fle,y,2) = 1+ (2 +y?)°
y E laregion sélida limitada por la superficie z = /22 + y2 y el plano z = 2.

siendo

El solido E es el que se muestra en la siguiente figura:
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La superficie z = /22 + y? esta representada de color verde y el plano z = 2 de
color azul. La proyeccion del solido £ sobre el plano z = 0 es la region D:

D ={(z,y) e R*: 2* +y* < 4}
Y

D

ya que las ecuaciones z = /22 + y2y z = 2, conducen a 7? + y? = 4.
Por tanto:

E:{(x,y,z)€R3z—2<x<2,

— Vi —22<y<Vid—a?, \/x2+y2<z<2}

Ademas, £ = F(E'), siendo F' la transformacion de coordenadas cilindricas a
coordenadas rectangulares y

E'={(r6,z) eR*:0<r<2, 0<0<2r, r<z2<2}

Entonces:

//Ef(l‘,y,z)dV://E/f(rcose,rsene,z)rdv
/2/Qﬂ/Qf(TCOSG,TsenG,z)rdV

(14 (rcos)® + (rsend)?) r dzdfdr

1 + 4 r dzdfdr

/2
[

[(1+ r4)rzL dfdr

I
S— ——23
C\c\MC\
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2 2
— / / (L +7Yr(2—r)) dbdr
02 027r
= / / (—r6 +2r° — 2 4 2r) dldr
o Jo

[(—=7° +2r° — 1% + 2r)0] iﬁ dr

7.7 T6 T3
=T |—— 4+ — — — 472
77[ 7+3 3—1-7’]0
128 64 8
—on (222422 2 4y
7r( 77373 )
1847
21

Ejercicio 8.3.7
Resuelve los siguientes apartados:

(a) Siendo F el solido limitado por la superficie 2% + 3* = 4 y los planos z = —1

E

(b) Siendo FE el sélido que esta por debajo de la superficie z = x2 — 3%, por
encima del plano z = 0 e interior a la superficie 22 + y* = 4, calcula:

Jif v

(c) Siendo E el solido que esta entre las superficies 22 + y> = 1y a? +y> =4y
los planos z = 0y z = x + 2, calcula:

J[[ v

En otras ocasiones resulta mas conveniente localizar un punto del espacio me-
diante sus coordenadas esféricas.

El punto P tiene coordenadas rectangulares (z,y, z) y coordenadas esféricas
(p,0,¢),donde p > 0,0< 0 <2ry0< o <.
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La relacion entre estas coordenadas es
xr =pcostseng, y=psenfsen¢, z = pcosqo
La funcion
ﬁ(p, 0,¢9) = (pcosfsen ¢, psendsen ¢, pcos o)

llamada transformacion de coordenadas esféricas a coordenadas rectangulares, don-
dep>0,0<60<2ry0< ¢ <, esinyectivay de clase C!, y ademas se puede
comprobar que:

cosflsengp —psenfisen¢g pcosbcosaq
det JF(p,0,¢) = |senfsen¢ pcosfsend psenfcosg| = —p?sen¢ # 0
cos ¢ 0 —psen ¢

para todo (p, 0, ¢) €]0, +00[x |0, 27[x]0, 7[.

Aplicando el teorema anterior, obtenemos el cambio de variable a coordenadas
esféricas:

///Ef(l'a%z) dV = // Elf(pcos&sengb,psen&sen¢,pcos¢)p23en¢dv

Si la region E’ es una caja rectangular

<
<hy<2m, 0< 1 <O< o <}

entonces la region £ = F (E') se llama caja esférica y se puede comprobar que:

I st -
E
p2 02 rd2
/ / f(pcosBsen ¢, psen fsen ¢, pcos ¢)p? sen ¢ dpdddp
p1 JO S

Si la region E’ es de tipo I, 11 6 111 se tiene una expresion similar a la anterior.

La region E anterior, que es la imagen de la caja esférica £’ por medio de la
transformacion de coordenadas esféricas a coordenadas rectangulares, la represen-
tamos en la siguiente figura:
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X

Ejercicio 8.3.8
Obtén las expresiones de la integral triple

///Ef(x,y,z)dv

en coordenadas esféricas cuando E’ es una region de tipo I, IT y IIL, siendo la region
FE'talque E = F(E')y

ﬁ(p, 0,¢9) = (pcosfsen ¢, psenfsen ¢, pcos @)

dondep>0,0<0<2ry0 <o <.

Ejemplo 8.3.7
Vamos a calcular la integral triple

I:///Ef(x,y,z)dv

donde f(z,y,2) = 2* + y* + 2% y E es labola unidad 22 + 3> + 22 = 1.

El solido E es la bola de radio 1 centrada en el origen:

Z
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E:{(m,y,z)€R3:—1<$<1,

VI—@<y<Vi-@, I-2 << I-a - )

Ademas, ' = F(E'), siendo F' la transformacion de coordenadas esféricas a coor-
denadas rectangulares y

E'={(r0z)cR:0<p<1l, 0<0<2r, 0< o<1}

Pero:
f(pcosfsen ¢,psenfsen ¢, pcosp) =
(pcosBsen ¢)? + (psen fsen ¢)? + (pcos )* =
p? cos® sen? ¢ + p*sen” Osen? ¢ + p* cos® p =
p? (sen® ¢(cos® § + sen’ 0) + cos’¢) =
0* (sen2 o+ cos%) =’
y asi:

I= // f(pcosfsen ¢, psenfsen ¢, pcos¢)p® sen ¢ dpdddp
E/

1 2 s
= / / / f(pcosBsen ¢, psen @ sen ¢, pcos ¢)p* sen ¢ dpdddp
o Jo Jo

1 2 ™ 1 2m ™
= / / / p°p? sen ¢ dpdfdp = / / / ptsen ¢ dodfdp
o Jo Jo o Jo Jo
1 p2n ™ 1 pon 1 27
= / / o [— Cos ¢] dbdp = / / 2p* dfdp = / 2p* [9] dp
0o Jo 0 0o Jo 0 0
! 1Y 4n

P
= drptdp = 4r {—} = —
/0 5] 5

Ejercicio 8.3.9
Resuelve los siguientes apartados:

(a) Siendo E laregion que esta por debajo de la esfera 22 + y? + 22 = 1 y por
encima del plano z = 0, calcula:

///E(:U2+y2)dv

(b) Siendo FE el sdlido que esta entre las esferas 22 + 32 + 22 =1y
22 + y* + 22 = 4 en el primer octante, calcula:

/ / / p e gy
E
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(c) Siendo E el solido que esta situada entre las esferas 22 + 3> + 22 =1y
22 + 1% + 22 = 9 y por debajo del plano z = 0, calcula:

///E(:c+2z)dv

El cambio de variable de coordenadas esféricas o cilindricas a coordenadas rec-
tangulares también puede simplificar el calculo del volumen de una region solida.

Ejemplo 8.3.8
Vamos a demostrar que el volumen de la bola cerrada de centro el origen y de radio

Res: 4
gﬂ'RS

La bola cerrada de centro el origen y de radio R es F = B((O7 0,0), R):
E:{(x,y,z)€R3:—R<x<R,
~VR—a22<y<vVR—2a?,
~VRE-# - <2< VR—a— 32}

Ademas, £ = F(E'), siendo F' la transformacion de coordenadas esféricas a coor-
denadas rectangulares y

E={(r6z:ecR:0<p<R, 0<0<2r, 0< o< 7}

///dv ///E,”SGHMV // /Psen¢d¢d9dp
[ [ [ [l

37 R
:/ 47Tp dp = 47Tp2 {p_] =
0 310

Ejercicio 8.3.10
Calcula el volumen de los siguientes solidos utilizando el cambio de variable a
coordenadas cilindricas o a coordenadas esféricas:

Entonces:

“n1R3

(a) Solido interior a la esfera 72 + y? + 2% = 16 y exterior a la superficie
2= /2% + 9>
(b) Solido limitado por las superficies z = 2% + y? y z = 2 — 2% — 32

(c) Sélido interior a la esfera 2% + y? + 22 = 4 y por encima de la superficie

2?2 =%+ yh
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8.4. Aplicaciones de las integrales dobles y triples

Ademas del calculo de volumenes que ya hemos analizado en los apartados
anteriores, incluimos aqui algunas aplicaciones fisicas como son el célculo de la
masa y el centro de masa de una lamina y de un soélido.

8.4.1. Masa

Supongamos que tenemos una lamina que ocupa una determinada region D del
plano, con densidad p(z,y) en un punto (z,y) € D, donde p : D — R es una
funcion continua.

Entonces, la masa de la lamina es:

m:// p(r,y) dA
D
Ejemplo 8.4.1

Vamos a calcular la masa de la lamina que ocupa la region D limitada por la parabo-
lay = 2?2 ylarecta y = 1 en el primer cuadrante, y cuya funcién de densidad es

p(z,y) = xy.

La region D es la que se muestra en la siguiente figura:

Y
1

Por tanto:
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Ejercicio 8.4.1
Halla la masa de la lamina que ocupa la region D y que tiene la funcion de densidad
p en cada uno de los siguientes casos:

(a) Laregion D es el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,2). La funcion de
densidad es p(z,y) = 1 + 3x + 3y.

(b) Laregion D esta limitada por la recta z = 0 y por la paradbola x = 9 — 32. La
funcion de densidad es p(z,y) = .

(c¢) Laregion D esta limitada por las parabolas y = 22 y 2 = 2. La funcion de
densidad es p(z,y) = 22 + 2.

Supongamos ahora que tenemos un objeto s6lido que ocupa una determinada
regién £ del espacio, con densidad p(x,y, z) en un punto (x,y,z) € FE, donde
p: E— R es una funcidn continua.

Entonces, la masa del sélido es:

= [ff e
E
Ejemplo 8.4.2

Vamos a calcular la masa del s6lido £ limitado por los planos 2z + 3y + 62 = 12,
r=0,y=0yz =0,y cuya funcion de densidad es p(z,y, z) = 2.

El solido E es el que se muestra en la siguiente figura:

Z

X

en la que el plano 2x + 3y 4+ 6z = 12 esta representado de color verde. Dicho plano
corta al eje X parax = 6, al eje Y paray = 4 y al eje Z para z = 2, es decir, el
solido £ es la region de tipo I:

E:{(I,y,Z) €R3 : (may) ED: 0<z< (12-21’-33;)/6}
donde D es la proyeccion del solido E' sobre el plano z = 0:
D={(r,y) eR*:0< <6, 0<y<(12-22)/3}

y se muestra en la siguiente figura:
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2z 4+ 3y = 12

D

E={(z,y,2) eR*:0<2<6, 0<y<(12—27)/3,
0<z<

(12 — 2z — 3y)/6}

e [ e
E
6 r(12—2x)/3 ,(12—22-3y)/6
:// / 2z dzdydx
0 Jo 0
6 ,(12—2z)/3 (12—22-3y)/6
:// [21‘2} dydz
o Jo 0
6 (12—2x)/3 12 -2 — 3
:/ / (2%#) dydzx

(12—2z)/3 12 2 -3
/ - g il dydx

6 (12—2x)/3 212
/ / (4x _ :L‘y) dydzx
0o Jo 3

6 21 (12—22)/3
2
/ [4xy %y xg ] dx
0 0

o\¢
>
W~
3
—_
\}
|
DO
3
|
N}
&
)
—
o
ol
o
8
3
—
-
o
w
o
8
SN—
[
N—
Q
53

O\C%
/_\/?/_\
(=)
8
|
|
oo
E

V)
S
5
w
|
0
0]
E
[\&}
|
N}
E
w
~_
QL
S

=72—-192+144 =24
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Ejercicio 8.4.2
Halla la masa del s6lido £ y que tiene la funcidn de densidad p en cada uno de los
siguientes casos:

(a) Elsolido E esta por debajo del plano z = x + 2y y por encima de la regién
del plano XY limitada por la pardbolay = 2? y lasrectasy = 0y x = 1. La
funcion de densidad es p(z,y, z) = 3.

(b) Elsolido F esté limitado por los planos x =0,y = 0,2 =0yx+y+ 2z = 1.
La funcion de densidad es p(z,y, z) = v.

(c) El sdlido E esta limitado por la superficie z = 1 — 4% y los planos z + z = 1,
r =0y z = 0. La funcién de densidad es p(z,y, z) = 4.

8.4.2. Momentos y Centro de Masa

Supongamos que tenemos una ldmina que ocupa una determinada region D del
plano, con densidad p(x,y) en un punto (z,y) € D, donde p : D — R es una
funcién continua, y que queremos calcular el centro de masa de la lamina.

Entonces, (Z, §) son las coordenadas del centro de masa de la lamina:

M, _ M,
rT=—, Y= —
m m

mZ//Dp(ray)dA
Mm=//Dyp(fc,y) dA

es el momento de la lamina alrededor del eje X y

My = [[ aptaaa

es el momento de la lamina alrededor del eje Y.

donde

es la masa de la lamina,

Ejemplo 8.4.3
Vamos a calcular el centro de masa de la ldmina que ocupa la region D considerada
en el Ejemplo 8.4.1.

El momento de la lamina alrededor del eje X es:

1,1 1 3
Mm:// yp(x,y) dA:// ry? dA = xy2dydx:/ {xy—] dz
D D 0 Ja2 0 3 ]2
! 1 2® Vie ot 2?2 a2t 1 1 1
= T- —r— |dr = - ldr =" ——| == — =<
RE R . \37 3 6 24|, 6 24 8
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Igualmente, el momento de la lamina alrededor del eje Y es:

1 pl
M, = // zp(x,y)dA = // *ydA :/ / *y dydx
D D 0 2

1 271 1 4
= / {ny—} dr = / (:L‘21 — x2x—) dx
/1 2 a8 2 277011 2
= ———)dr === == - = = —
0 2 2 6 4], 6 14 21

Por tanto, teniendo en cuenta el Ejemplo 8.4.1, las coordenadas del centro de masa
de la ldmina son:

T =

My
m

|00l

Y
1

Ejercicio 8.4.3
Halla el centro de masa de las laminas consideradas en el Ejercicio 8.4.1.

Supongamos ahora que tenemos un objeto sélido que ocupa una determinada
region F del espacio, con densidad p(x,y, 2) en un punto (z,y,z) € E, donde
p : E — R es una funcion continua, y que queremos calcular el centro de masa
del solido.

Entonces, (7, g, Z) son las coordenadas del centro de masa del solido:

M, M,. _ M,
I = e , Z=
m m m

donde

es la masa del sélido,
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es el momento del solido alrededor del plano YZ,

Mmz///Eyp(%%Z) dv

es el momento del solido alrededor del plano XZ y

M,, — / / /E cp(zsy, 2) AV

es el momento del solido alrededor del plano XY .

Ejemplo 8.4.4
Vamos a calcular el centro de masa del solido E considerado en el Ejemplo 8.4.2.

Los momentos del so6lido alrededor de los planos YZ, XZ y XY, respectivamente,

son:
6 pr(12—2x)/3 p(12—22-3y)/6
M, = /// zp(z,y,2z)dV :/ / / 22% dzdydz
E o Jo 0
6 (12—2x)/3 (12—2x2—3y)/6
M,, = /// yp(x,y,z)dV = / / / 2xy dzdydx
E o Jo 0
6 r(12—22)/3 [(12—20—3y)/6
M,, = /// zp(x,y, z)dV :/ / / 2xz dzdydx
E o Jo 0

Haciendo un célculo similar al expuesto en el Ejemplo 8.4.2 se puede comprobar

que:
288 96 48
My,=—, My, =—, My, =—
5 5 5

y asi, teniendo en cuenta el Ejemplo 8.4.2, las coordenadas del centro de masa del

solido F son:
12 - 4 2
xr = — s y = — s z = —

5 5 5
A
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Ejercicio 8.4.4
Comprueba que los momentos del s6lido considerado en el Ejemplo 8.4.2 alrededor
de los planos YZ, X7 y XY, respectivamente, son:

288 96 48
Myz:—7MzL’z:_aMmy:_
5) ) 5)

Ejercicio 8.4.5
Halla el centro de masa de los solidos considerados en el Ejercicio 8.4.2.

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 233 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



Bibliografia

[1] BARTLE, R.G. Y SHERBERT, D.R. (1989): Introduccion al Analisis Ma-
tematico de una Variable. Limusa, México.

[2] CASTELLO, J. Y OTROS (1991): Cdlculo Integral. Nau Llibres, Valencia.

[3] DE BURGOS, J. (1996): Cdalculo Infinitesimal de una Variable. McGraw—
Hill, Madrid.

[4] DE BURGOS, J. (1995): Cdlculo Infinitesimal de Varias Variables. McGraw—
Hill, Madrid.

[S] LARSON, R.E. Y OTROS (2006): Cdlculo. McGraw—Hill, Madrid.
[6] THOMAS, G.B. (2005): Cdlculo. Una variable. Pearson, México.

[7] THOMAS, G.B. (2006): Calculo. Varias variables. Pearson, México.

@ Miguel Barreda [ J. A. Lopez - ISBN: 978-84-693-4122-3 234 Fundamentos Matematicos de la Ingenieria. Parte Il - UJI



	Índice General
	Prólogo
	Notación
	Tema 5. Funciones reales de una variable
	5.1. Introducción
	5.2. Definición
	5.3. Límites y continuidad
	5.4. Derivabilidad
	5.5. Aplicaciones de la derivada

	Tema 6. Integración en una variable
	6.1. Introducción
	6.2. Integral definida
	6.3. Integral indefinida
	6.4. Aplicaciones de la integral

	Tema 7. Funciones de varias variables
	7.1. Introducción
	7.2. Definición
	7.3. Límites y continuidad
	7.4. Derivavdas parciales
	7.5. Extremos relativos

	Tema 8. Integración múltiple
	8.1. Introducción
	8.2. Integrales dobles
	8.3. Integrales triples
	8.4. Aplicaciones de las integrales dobles y triples

	Bibliografía



